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HAUPTAUFSÄTZE 


Die Berechnung dünner rechteckiger Platten mit 


verschwindender Biegunsgsteifigkeit. 
Von H. HENCKY in Dresden. 


err Dr.-Ing. H. Marcus hat unlängst eine neue Methode zur Berechnung ebener 

Platten veröffentlicht '), die infolge ihrer Einfachheit und großen Anpassungsfähigkeit 

an die Bedürfnisse der Praxis die Theorie der ebenen Platten zu einem gewissen 
Abschluß zu bringen scheint. 

Herr Marcus hat seine Methode, die im wesentlichen in der Zerlegung einer Difie- 
rentialgleichung vierter Ordnung in zwei zweiter Ordnung und im Uebergang von der Difie- 
rentialgleichung zu Differenzengleichungen besteht, auf die Berechnung von ebenen 
Platten angewendet, deren Mittelfläche bei beliebiger Belastung p bekanntlich der Diffe- 
rentialgleichung 

m“ EJ 10° u; GL '2} — (1 

rt a + a AT a 
gehorcht. (E Elastizitätszahl, J Trägheitsmoment eines Querschnittstreiiens von der 
Breite 1, z Ordinate der elastischen Fläche, p Belastung auf die Flächeneinheit. 

Es läßt sich nun zeigen, daß die Tragweite der Differenzen- und Summenrechnung 
eine viel größere ist. So kann man beispielsweise auch die Untersuchung der Knick- 
sicherheit gedrückter ebener Platten bei ganz beliebigen Randbedingungen durch- 
führen, indem man eine der Methode von Vianello für den gedrückten Stab analoge 
Methode auch für die Platte entwickelt. Ebenso lassen sich auch Platten berechnen, die 
verschiedenes elastisches Verhalten nach zwei Richtungen aufweisen. 

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Summen- und Differenzenrechnung bilden die 
Platten mit großer Ausbiegung, für die man bisher vergebens nach einer befriedi- 
genden Lösung suchte. Freilich sind die zu diesem Zwecke anzustellenden Zahlenrech- 
nungen sehr verwickelt und umständlich, wenn sie auch die relativ einfachste Lösung des 
Problems darstellen. In der vorliegenden Abhandlung beschränken wir uns auf die Dar- 
stellung des Spannungszustandes von quadratischen Platten mit verschwindender 
Biegungssteifigkeit. Die Erweiterung auf die rechteckige Platte sowie auf Platten 
mit nicht zu vernachlässigender Biegungssteifigkeit ist ohne weiteres möglich, erfordert 
aber bei gleichem Grade der Annäherung eine wesentlich größere Rechenarbeit 


1, 





Armierter Beton, 1919, S. 107 u.f. 
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1. Die Differentialgleichungen des Problems. Da die Differentialgleichungen 
der gebogenen Platte mit großer Ausbiegung in den verbreitetsten Lehrbüchern der Festig- 
keitslehre ausführlich entwickelt ') sind, so darf von einer Ableitung an dieser Stelle ab- 
eesehen werden 

Sind 7, 7, /;, die auf die Einheit der Randlinie eines Plattenelementes bezogenen 


/ug- und Schubspannungsresultanten, so kann man setzen: 


] Te | IR es ; 
)7y° ()p* erden 
Zwischen der Funktion U und den ÖOrdinaten z der gebogenen Mitteliläche der 
’latte besteht dann die Beziehung 
14 4 Ir \4y 2 \2 2 
N I oO .. (0°. 0% O’g \? 9\ 2 
4 2 \ FE fl ) % | = U). . . . (3). J 
y ‘ Ip I," ıy* Iıe* ge UxzUy \ 


Diese Beziehung drückt den Zusammenhang aus, welcher zwischen den Krümmun- 
ren der elastischen Fläche und der Verzerrung der Mittelfläche in ihrer Ebene besteht. 
Sie ist unabhängige von der Belastung der Platte und unabhängig von den absoluten 
Werten der Durchbiegungen. Setzt man für ein Plattenelement, welches aus dem Zu- 


sammenhang herausgeschnitten wird, die Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in 


Richtung der Auflast p an, so erhält man eine zweite Differentialgleichung: 
m? ‚4 \ ‚4 „ v 7 pe 
BJ \ Of 2) Omi 9; nn. 89) 
u Ber ur &, p +-T +27T, =nd +. (8). 
| { en 2" oOy“ Oyt) { On? Ooy% Ixdy) l \ ) 


Zu diesen Gleichungen treten dann noch die in jedem einzelnen Fall maßgebenden 
kandbedingungen 


2. Die Platte mit verschwindender Biegungssteifigkeit. Wir nehmen nun 
an, die Biegungssteifiekeit der Platte sei verschwindend klein, dann wird J=0 und es 


erschwindet der erste Ausdruck in Gl. (4). Vir erhalten ferner, wenn wir eine neue 
Größe T= T,+ T,, die Summe der Spannungsresultanten, einführen, aus den Gl. (2) 
27 o)#1] a {vw 
} 7 .: 198). 
»"” y? 


Substituieren wir diesen Ausdruck in Gl. (3), so haben wir 


nr 2 4 j r)2.» y- 
Or“ Iy” Om“ Oyf I20Oy) 
und mit (al. (4 
. ()* . Er: ee 
3 URN ER 
c)m* ou” OeOy 


Wir setzen nun die Lösung in folgender Form an: 


U: a?Vp?a?Eh 0 N ee rl Vo 
dA ® . 
Z dA | - . . . . . . . . . (6b), 
Eh 
wobei und © Funktionen des Ortes, aber ohne jede Dimension, also bloße Zahlen dar- 
. .on . * » a 
stellen. Gehen wir ferner von Differentialen dx und dy zu Differenzen Ji=4y= 
N 


über (?a Seitenlänge der Platte), so muß der mechanischen Äehnlichkeit entsprechend 


T=Vp?a’Ehn’T. . ... I 
cesetzt werden. wobei 7 ebenfalls wieder eine Funktion ohne Dimension ist. Setzen wir 
diese so definierten Größen in die in Differenzengleichungen verwandelten Differential- 


oleichuneen (5a), (5b), (5c) ein, so erhalten wir das simultane System 


'!) vergl. A. Föppl. Techn. Mechanik, Bd, V, Leipzig 1907, 8.132 u.f, oder A. und L. Föpp|, 
rang und Zwang, Bd. I, München 1920, S. 216u.f, ferner v. Karman, Enzyklopädie der math. 


Wissenschaften, Bid. IV, Art. 27, S. 349 und 350. 
*) Der Ausdruck | \ “in Gl. (3) ist mit großer Annäherung gleich dem Gauß- 
ee y/ Oro 
hen Krümmungsmaß der Mittelläche der Platte. Die Werte U können also als Ordinaten einer Platte 
edeutet werden, welche init einer dem jeweiligen Krümmungsmaß der untersuchten Platte proportio- 
nalen Auflast versehen ist und der Gl. (1) zeehorcht 


Be u 





wm 


a 





Heft 2 Henekv, Die Bereehnung «dünner rechteckiger Platten SH 
I?Tt+A1’T= 1.2,>, 25#, 1.2 C,23 % (7a) 
A2Po+ Jfv—r IR | (7b) 
| nn“ ; 2 41,.,, 0. ? £ A?o4A [ I?CA OR (Te), 


Dabei definieren wir im Einklang mit den Regeln der Dififerenzen- und Summenrechnung, 
wenn z.B. [;.' die Größe { im Netzpunkt ?%k darstellt, als zweite Differenz nach einer 
bestimmten Richtung: 


(PL + a) ka: 1 ae 
\ 1° C i BEER; l _ , b>, 1) ° SL vu | 
(A.:t au \- | | > + +1, | Si —1 Lf (8 
« N - un 2 J ' \ 
1 fyp \ 
ti +1 .1P#%53 | | - | “ + 18 | 
e)4 = O*L O®L 
entsprechend den drei Diiferentialquotienten n_ =, nach Uebergang zu unend- 
0x” oy“ O!edy 


lich kleinem Abstand der Netzpunkte. 
Vgl. Abb. 1 auf S. 84) 


Nun haben wir nur noch die Itandbedingungen einzuführen. Wir nehmen an, daß 
die Ränder der Platte unverschieblich festgehalten seien. Zwischen zwei gegenüber 
liegenden l’unkten hängt dann die Platte durch, so daß die Summe der Verlängerungen 
der einzelnen Plattenelemente gleich dem Ueberschuß der Bogenlänge über die zugehörige 
Sehne ist. Es wird beispielsweise für die Linien, welche sich im Netzpunkt «vv kreuzen, 


/ - ; / | 2 

(£.)0. "hn (&,)1.,4 4 ‚(e,) El iH (&,) = N (2;, + 1, r)? 
/ / | R 

(E,u.0— + (&,)u.1A-+ :... (&,)u A + (8). 0A IR = a (g 2 u. 
2 2 hi 0 


Nun ist bei der quadratischen Platte wegen der Symmetrie zur Halbierungslinie 


des Winkels zwischen den Koordinatenachsen :,.—= 2, „:; wählen wir daher die Punkte v=v, 
so werden die rechten Seiten der beiden argeschriebenen Gleichungen identisch, links 
kann man setzen (£,)ur— (£,)-u, so daß die beiden Gleichungen sich durch Addition in 
eine einzige zusammenziehen lassen: 
U) 
(&, + 8,)0.r ae Rt Sn m 6 Pie: NEM: POHkBiuBeE gl RER SA: Di > 2» 2ir1.r)”. 
2 2 / 0 


Drückt man die Dehnungen durch die Spannungen aus: 
l (m I m En [u 1 
e. u (7.— E- I 0 5 (7 7 , € 4 | | 
Eh Mm r Eh \ m Eh m 
und setzt an Stelle der Dehnungssummen die Summe der Spannungsresultanten in die 
Gleichung, sowie für z und 7 die in den Gleichungen 6b und 6c definierten Werte, so 
gewinnt man schließlich ale Randbedingung die Gleichungen: 


nt... a Far HH ur HERE SUR Doch 3 tl, (4 )* 9a 


Wir erhalten n derartige Gleichungen. Bei der rechteckigen Platte ist die Elimi 
nation der Größen &, und &, umständlicher, wir würden hier 2» Gleichungen erhalten 
Durch die Gleichungen (9a) und (7a) sind bei bekannten Ordinaten { die Werte z 
für alle Punkte der Platte eindeutig bestimmt. Am Rande «= n nimmt die Bedingung (9a, 


\ +) 


die spezielle Form &,=0 an, d. h. 7,=  —- T oder mit Gl. (6a) und (6 ce) sowie Gl. (2 


9 \ Mm 
(4,? 9); m = On.r | > 0. 1 0)» .'7 
m + 1 


Setzen wir ®,,0=0, was wir mit Rücksicht darauf tun dürfen, daß eine Vermeh 
rung der Spannungsfunktion um eine konstante Größe keinen Einfluß auf die Spannungen 
hat, so erhalten wir das System: 


m 
2 l 
Od, = 9 Too 
m + 1 
m 
ng — eo + Eaı 'b 
m + 1 \ 
m , ) 
00 ı23 —— > # 0 | e/ T 1 14 7 
} | 
h 


nn 
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Durch (7b) und (9b) sind wieder unter Annahme bekannter [ die Größen ® für 
alle Netzpunkte eindeutig bestimmt. 


Y Sind nun die angenomme- 
N nen £ die richtigen, so muß Gl. (7c) 

olr u-ın a ae n,n identisch befriedigt werden. ‚Be- 
we trachten wir diese Gleichung (7 c) 
näher, so bemerken wir, daß die 
Größen ® durch einen umständ- 
lichen Rechnungsprozeß aus den an- 
senommenen Größen { berechnet 
werden. Die Funktion ® ist daher 
0,19 1v - u-1v wv urnlv 7,1 gegen kleine Aenderungen von { 
wenig empfindlich. Ersetzen wir 
jetzt in Gl. (7e) die zweiten Diife- 














q u; renzen nach ® durch die aus den 
| angenommenen Größen { folgenden | 


Werte und die zweiten Differenzen 
nach [ durch die allgemeinen Werte 
nach Gl. (5), so erhalten wir für . 
die Ordinaten [ ein lineares Glei- 
chungssystem, aus welchem sich 





























BR: „ „ verbesserte Werte der unbekannten 
010 10  uw-7lo u,lo ur1lo 720 <  Ordinaten { errechnen lassen. 
EIKE Er RER. _— u Die Betrachtung des Glei- 
chungssystems (7) lehrt uns, daß 
\bb_ 1 unsere Aufgabe auf die wiederholte 
Lösung der Diffierenzengleichung: i 
Auw+-JI?u=—q4...... re 


sich zurückführen läßt. 


3. Die quadratische Platte mit n—2. Für n— 2 lautet das System der Glei- 
chungen (10) ausführlich angeschrieben : 





























4 wı — 4 ws == (h 
eh - Wı + 4 wa 2w=q + Wa 
eo. ı 0 1 £ 2 ww +4Iw=g + 2 wı 
OÖ 2 1\2 2l2 ‚ . ’ .- 
| und die Lösung lautet in Tabellenform: 
fD ni un U ] 7 13 w wı 
17 77 2l: | i a i 
w; 2 0,375 0,500 0,250 0,500 0.500 
zı m 2 > | (11). 
010 710 2\0 w=._ | 0.125 0,500 0,250 0 500 0,500 
Abb. 2 .=< | 0,0625 0,250 0,375 0,250 0,750 
C 12° dd 14° x 
i 2 (&g — {ı) > 0,278* 
| ) 00 0,665 3 nah 0 n 
! 0.278 0,272 — 0,0774 
Er 0,156 - 0,387 
01 0,526 2 a 0 i 
— 0,156 0,387 — 0,0604 
\ 7 | 
2 
/ &ı— 2% ” 0,387 * 0.156 
10 0,526 gi 2 0 
- 0,3817 0,156 — 0,0604 
\ cas G— 26 > vi. 0,37? — 0,166? 
2 Kr 0 3 in > 
Ace ER 0,370 0.370 + 0.166 0,1091 
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Unter Anwendung von Gl. (11) erhält man aus Gl. (7a) 


T, = 0,0865 +0, , r0,) 
Ta = 0,0672 +0,55 7ı+ 0,5 7 
73 = 0,0595 + 0,25 7, + 0,75 7. 


r 10 
Die Randbedingung (9a) wird für m — 


3 
20 


EIKE en {0,526? + 0,139?) 0,845 


7, + 2 T3 + T3 - 10,448? 1 0,078°} u 0,090 


hiermit 
2,97, + 1,5 % 0,624 7, 0,2103 
Ta + 3,0 % 0,407 = 0,0656 
0,2051, 73 = 0,1613. 
Die Gl. (9b) geben 
0, = —- ' 0,2103 = 0,081 
2,6 
| R En 
0), — (0,2103 + 0,0656) = 0,212 
1,3 
Durch abermalige Anwendung der Tabelle (11) erhalten wir jetzt mit q: z und 
w= w die Werte von w. Es ist jedoch zweckmäßig, direkt die Größen J,’® und J,'® zu 
rechnen und nicht die Größe ® selbst, da sich die Rechnung dann mit dem Rechen 
schieber durchführen läßt 





. m 
Fu I. rt: —= I,“ 0 Tvm+fauo| a—ntt, dben!'t:|ec „'a 





2 ®@a — ı) - 
00 3 0 1,798 1,798 0 
+ 0,1122 + 0,1133 


2 (3 99) 





























01 0 2,09 1.19 0 
+ 0,1304 + 0,0743 
Äh 
v 2 ms u. 
10 e A 0 1,19 2,09 0 
+ 0,0743 + 0,130% 
r)« y « ] (yı N N 
11 3 + © 2 03 > low; We) 1.29 1.29 0,102 
+ 0,08065 + 0,08065 + 0,0064 
Aus Gl. (7c) erhalten wir das lineare System 
+72 h—72 0 ze | 
— 2,09 J + 6,56 & 2,38 (3 | 
+0,051 —2,58G +5,16; = 1 
Hieraus ergeben sich die Werte A 
Ih = 0,666, & = 0,527, G = 0,450. 
Der Vergleich mit den angenommenen e 0 - e 
r 2 213 3 
Werten zeigt, daß die Rechnung beendigt ist, da 01 u 
der Unterschied nur 1 bis 2 Einheiten der 3. De- 
zimale beträgt. IV V Zr; 
. - ® [4 'i 712 j EE 3 2 
4. Die quadratische Platte mit n =3. 

Nachdem wir die Ördinaten der elastischen . rn y ’ 
Fläche für n = 2 gefunden haben, ist es ein “r er .r 1, 
. . . d . 

Leichtes, unter Zuhilfenahme der graphischen 
Darstellung und unter Berücksichtigung der 
Stetigkeitseigenschaften der elastischen Fläche I u W a >X 
auch die Ordinaten für n = 3 anzugeben. 0 lo 10 2|0 310 
Abb, 3 


Sa or en een — nee VETTELOTIERE 
N and BET BIT TSSEIRETEN FT SERIEN BIER z 
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m 
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Pe 
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wur 


Ds 


un nn en = 


Die 


Die 


/eıtsechrift Tu 


Differenzenpgleichungen 


10) lauten bier 


tt Mi? 4 
| U » U dd + U 
W4 5 t U l 4 + HM 
) MU Il u gs + 2 u 


llenform 


Band 


| 








il { 3 j % LTE ww? U 
2 2 4423 ( 69 0.5001 \.30 0.46 ‚1154 0.3077 0,4615 0.2308 
w }; 0.1923 0.7692 0.5000 0.3077 ‚4615 0,1151 0.3077 0,4615 0,2308 
DR ‚0 0,5014 0.6 ),>501 0.5000 0.1250 0.2500 0,5000 0,2500 
104 2 0,0769 0,30 4 | ) S4i 0.0961 ‚4231 0,3846 0,1923 
N 
ws . | , ( 50 | 0,9984 ),1341 1923 0,5384 0,2692 
Wi > | V),028S8 } | 1250 ).0%4 269 () 0.0961 0.2692 ).634b 
1} / / L > 
I an —— — — _ — — nn nn nn nn nn ———— nn un no un no mn —- 
> 
\ vr) ni ) } ‚4 ‚0154 
| 
'« 0.096 ().] m; 
| ty) ı) ‘2 
96 0.155 ).0144 
1 
4 
10 ‚ ht \ -. =. () ().01 1, 
)yh 
| 
\ ' | ' @ > j n Er 2% i) | ‚4* ı) (5, 
ı) 
J ( 1 (.134 (105225 0.01 j 
0.030 -» d.14 
388 - 
0.173 = 0), 0052 
14 

















T| 0,05516 
7 —= V 05191 
73 0,02857 
7, —=0,01824 
7; = 0,01824 


7. —= 0,02212 











| | 
Y Fa > u 0) 0.0052 
‚50 
0.038 -0.1#] 
- ,'-2 - Ener‘ 
12 ).34 ” V,VU01i9” 
Ya 19 ).097/» j 
. 0.0040 
x ' 
a “ y \ue m 
EZ 0) ‘ ’ 
0,10] ‚i) > - UV.U97D 0,0040 
\ ‚ Y3p=3 w 
v \ 2) ).320 „5 = i 1 »3 0,264 0,15‘ 
/ 0,264 0,261 0,1587 0,052 


+ 0,3077 7 + 0,4615 , +4 0,2308 7 
+ 0,3077 r 0.4615 „—+ 0.2308 7 
+ 0,2500 7 


7 
0,4231 7. + 0,3846 „+ 0,1923 7 
T 
7 


-. 


0,5000 7, —+ 0,2500 


0.1923 7„ + 0,5384 „+ 0,2692 
0.0961 7 + 0,2692 u + 0,6346 





tn 
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Heft 2 Heneky, Die Bereehnunge «(dünner rechteekiver Platteı N 7 
. : . \ 10 
Die Randbedingung (2a) ergibt das System (mit m 
Y) 
a +2 ı +2 +0 = — 10,353 0,210 + 0,062 * 0,575 
‘ 
ı() 
u, +2. +2. + rn = — 10,373" + 0,18 + 0,048*! ‚499 
20 
.. 2 u #2 + 0,3520 0,053 0,015*! 
und nach Einsetzen der Werte von T, , Tg 
Ta 2,169 7, 2,154 —+— 7 071 0,4 
An 7 MEERE ZU ) () ‚ 
u. 1.000 +7 2000 E; 3,0VU0 20% 
7 - + 0,1063 7; 0,0768, 0,019 
7 V,09581 7; () nl) (1) ).UVIVOY 
7 0.0500 0.0748» V.14 14 
| 7; 0,08874 27 04079 © 60 
| / "0 J ! / ! 4 
) y. ()9 () > 
| 00 ’ () 1.0 {0 () 
! 0,0u4942 0,04942 t 
2 (wg (mg 
01 Fr 1.41 
\ 0,0545 0.0405 
> 
J it) (N) > ı) n 
10 5 ’ 4 ) 
0.0405 -00545 an 
\ (9 (r) (3 > I, f ) 
) 1 N ıY ) ,62 
/ )0.04437 ‚04437 ‚00768 i 
2 (m (034 
02 € 1.4 f 
\ | ) 0b, 6b 4 v7’14 e 
1 
! 
' 
\ 20 ”. Seh, / ) ‚4 \ 
+00213 ).0676 ” 
du + (HM 20@ nm‘ ) ) 
| N ) )g ' n 
\ ).0529 q +- 0.0219 00105 ’ 
) 
/ 3 + ) n 1 (mn (1) 
21 ‘ | ! A 0)... 
+ 0.0219 + 0.0529 - 3.0105 
n 
\ (N) (4) 20% > | ‘Ba + {rt I (rn) 
+) d i > a - E 
h « VAR h.) 1.65 (4 
/ + 0,0204 0.0204 0.004195 
r, “ ” yr . , - \ ® 
Zur Bestimmung der & erhalten wir das loleende DSvstem, das durch seinen Bau 
auf Auflösung durch Iteration hinweist 
1,41 (ı + 15.38 Gy 6,06 63 +.41 Cı | f 
T 0,31 =] 7,18 N 14,36 2 ),0 4 nd &6) “ A ).d A | 
d, 5 =. 1} | ; { ht nf 
- 0,425 [; 129L[ 1,78, [1,715 1.78, | 
? 0) I) _.' ) yı) + \ ' ) 
woraus bı = 0,665 Lu = 0,388 
GG =0603 (, = 0,370 
| 3 = 0,553 LG = 0,320. 


Wir sind jetzt in der lage, den Formänderungs- und Spannungszustand der «ua 


— 


dratischen Platte zu beschreiben. 
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v 4 . 
Werte der Spannungen: 








| 0,133 
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| 
Abb. 4b Abb. 4a 
Zu den Zahlen für die Spannungen ist der Faktor YEnhp°a? zu ergänzen. 


In dem schon zitierten V. Bande seiner Vorlesungen gibt Föpp! die Formeln für 


. m s e 10 . ’ 
die an 2 Rändern festgehaltene rechteckige Platte. Setzen wir dort m = —, so wird mit 


unserer Sehreibweise 


>| ıD 
= 0,88 a V; ; 


“Mitte us 


3 

2: —= (0,568 VrE»p?a?. 
Ein Blick auf die Spannungsverteilung in der 4seitig festgehaltenen Platte zeigt 
uns, daß hier die größte Randspannung größer ausfällt, als wenn die Platte nur an 
2 kändern festgehalten würde. 
Höhenschichtenkarte der verzerrten Mittelfläche der Platte Ein Vergleich der quadratischen 
a) nach Gl. 5a) b) e Platte mit der Kreisplatte zeigt, 
| daß die Durchbiegung bei beiden 
die gleiche ist, wenn die Seiten- 














er länge der Platte dem Durch- 

ii. 5 NE messer gleich ist.- Dafür ist 

f IRRE | 0 die Bearspruchung der quadra- 
| 5 ET SEE tischen Platte höher. 

/ JE a 5. Platten mit nicht 


verschwindender Biegungs- 
| steifigkeit. Zur Berechnung 
von Platten mit nicht ver- 
| schwindender Biegungssteifigkeit 
— | ‘— müssen wir auf die Differential- 
> gleichung (4) zurückgreifen. 






































Nemenyi, Bereehnung der Schubspannungen im gebogenen Balken 


S . ’ | 092 . 0% L Sp ii 
Schreiben wir = — (755 ER ‚Pr 3 T, en RE > > 
so erhalten wir nnd 1 ER PR Mr." ERREREERER (13) 
m? — 1 On 92°’ Oy Oyt\ pP . Iren er 
p können wir als den Teil Höhenschichtenkarte der verzerrten Mittelfläche der Platte 

der Belastung denken, welcher b) nach Gl. 1 


von den in der Plaite vorhan- | 
denen Zug- und Schubspannungs- 
resultanten aufgenommen wird, 
ohne daß die Biegungsiestigkeit 
dabei ins Spiel käme. 

Eine Berechnung der- 
artiger Platten ist nur möglich, 
wenn das Verhältnis (2) : (2) 

p 
bekannt ist, so daß man daran 
denken könnte, Kurventafeln für 
verschiedene Werte dieses Ver 
hältnisses zu berechnen. Hier S 
wollen wir uns jedoch nur mit 
der Frage beschäftigen, inwie- 
weit unsere Annahme einer Platte Abb. 5b 
ohne Biegungssteifigkeit berech- 
tiet ist. Darüber gibt Gl. (12) Auskunft. Bei der freigelagerten Platte ist nämlich am Rand 


























5999-7 } 
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032 BR ’ ; ' 
T,., = 0 und die Ausdrücke T,, sowie T',, we verschwinden ebenfalls; wie klein auch 


Img Oy 
das Trägheitsmoment der Platte sein mag, so tritt doch eine Entlastung der biegungs- 
steifen Platte infolge der Verzerrung der Mittelfläche unmittelbar am Rand nicht ein. Bei 
der eingespannten und gleichzeitig festgehaltenen Platte tritt auch an den Rändern eine 
Entlastung ein, welche aber an den Ecken der Platte verschwindet. Es ergibt sich 
daraus, daß unsere Berechnung nur mit einer gewissen Einschränkung auf wirklich vor- 
kommende Platten übertragen werden darf. 


Der Mangel einer einwandfreien Lösung des Plattenproblems hat besonders bei 
der Beurteilung der Versuchsergebnlsse sehr nachteilig gewirkt. Die Entlastung der 
Platte von Biegungsarbeit ist nämlich schon bei verhältnismäßig steifen Platten ein nicht 
zu vernachlässigender Umstand. Sogar bei einer freigelagerten Platte bildet sich an den 
Rändern ein Druckring aus, in welchen sich der mittlere Teil der Platte gewissermaßen 
einhängt. 

Zu beachten ist auch, daß sich die Fülle von Einspannungs- und Auflagerrungsmög- 
lichkeiten allein durch Einführung erfahrungsmäßiger Berichtigungskoeffizienten wohl nicht 
bewältigen läßt. 7 

Es wäre sehr zu begrüßen, wenn auch für mühsame, aber praktisch wichtige rechne- 
rische Arbeiten auf dem Gebiet der Festigkeitslehre Mittel bereitgestellt würden, wie es 
für Versuchszwecke längst zeschieht, denn beide Arbeitsrichtungen können nur durch 
ihr Zusammenwirken wertvolle Ergebnisse zustande bringen. 1 


Über die Berechnung der Schubspannungen im gebogenen 
Balken ). 


Von P. NEMENYI in Budapest. 


ie von Saint-Venant begründete Theorie der Torsion prismatischer Stäbe 
hat zu zahlreichen Methoden geführt, die für die Ermittlung der Spannungsvertei- 
lung in einem auf Torsion beanspruchten Stabe von beliebigem Querschnitt geeignet 
sind, oder die es mindestens ermöglichen, uns über diese eine zutrefiende Vorstellung zu 


!) Vorliegende Abhandlung ist eine, dem Wesen nach unveränderte deutsche Bearbeitung meines 
ungarischen Aufsatzes, welcher am 15. März 1. J. der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie 
der Wissenschaften vorgelegt wurde. 
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bilden. Die bydrodynamischen Analogien '), die Prandtlsche Analogie mit der gespannten 
Membran ‘°), die Hennebergschen Untersuchungen über die Verteilung der sogenannten 


Spannungsmassen und schließlich Runges, auf Grundlage der Prandtlschen Dar- 
stellungsweise aufigebautes, numerisch-graphisches Verfahren *) sind alle danach angetan, 
um auf dem festen Boden der Saint-Venantschen Lösung —, eine richtige, ent- 


weder approximativ-numerische oder experimentell-anschauliche Lösung des Torsions 
problems zu bieten, auch für solche Stabquerschnitte, für welche die Lösung weder in 
geschlossener analvtischer Form, noch in Form von Reihenentwicklungen gegeben 
werden kann 

Hingegen entbehrt die ebenfalls durch Saint-Venant begründete Theorie der 
Schubspannungen im Querschnitt des durch eine Einzellast gebogenen 
Stabes fast vollständig derartiger Methoden. Das in der Ingenieurpraxis vielfach be- 
nutzte, auf der willkürlichen Annabme der Affinität zwischen (@uerschnittsbegrenzung 
und Schubspannungstrajektorien beruhende, angebliche »Näherungsverfahren« verdient 
diese Bezeichnung durchaus nicht; nicht nur das Maß der etwaigen Annäherung bleibt 
uns bei diesem Verfahren vollständig unbekannt, sondern es führt schon in den aller- 
einfachsten Fällen, z. B. beim Rechteck, auf Ergebnisse, die der richtigen Lösung sogar 
qualitativ widersprechen Der Zweck der vorliegenden Abhandlung ist, diese Lücke der 
Klastizitätslehre auszufüllen, d. h. eine Methode zu entwickeln, die, an den Ergebnissen 
der Saint-Venantschen Theorie festhaltend, Näherungslösungen für die Verteilung 


der Schubspannungen im gebogenen Balken bei zur Lastrichtung symmetrischen, 
sonst aber ganz beliebigen eventuell zeichnerisch gegebenen Querschnitten er- 


mögrlicht 

Die Schwierigkeit, die in der Biegungstheorie gegenüber der Torsionstheorie be- 
steht, hat darin ihren Grund, daß man zwar in beiden Fällen die Ermittlung der Span- 
nungsverteilung auf die Aufsuchung einer, einer einfachen Differentialgleichung genügenden, 
Spannungsfunktion zurückführen kann, daß aber die Randbedingung, der diese Funktion 
genügen muß, im Falle der Biegung sehr unübersichtlich und verwickelt erscheint. Es 
eelingt nun im folgenden (1), eine allgemeinere Spannungsfunktion F für das. Biegungs- 
problem zu definieren, die noch von zwei willkürlichen Größen 9%, und 9; abhängt. Wie 
immer über diese Größen verfügt wird, auf jeden Fall wird die Difierentialgleichung nur 
wenige verändert, während die Randbedingung die denkbar einfachste Form annimmt, 
nämlich in der unmittelbaren Vorgabe der Randwerte der gesuchten Funktion besteht; 
die Randwerte sind hierbei durch eine einfache Quadratur aus der Gestalt des (uer- 
schnittes abzuleiten. In 2 wird eine erste Annahme für Yı und 9; erörtert, in 3 eine 
zweite, bei der die Differentialgleichung für F die Laplacesche wird, so daß man — 
analog dem Prandtlschen Gleichnis in der Torsionstheorie eine experimentelle Lösung 
des Biegungsproblems durch Herstellung eines gespannten Flüssigkeitshäutchens gewinnen 
kann. Natürlich ist in allen Fällen das numerisch-graphische Verfahren, das Runge zur 
Lösung des Torsionsproblems gewählt hat, auf die hier eingeführte Spannungsfunktion 


anwendbar. In 4 werden die Folgerungen aus dem neuen Ansatz für den Fall der 
»Grashofschen (Querschnitte« gezogen und die Richtlinien der weiter in Angrifi zu 


n 


nehmenden Arbeiten angedeutet. 


1. Einführung einer allgemeinen $pannungs-Funktion F. Ich wähle als 
Ausgangspunkt folgendes Ergebnis der Saint-Venantschen Biegungstheorie: Nehmen 


wir die Symmetrieachse des Querschnittes — welche mit der Lastrichtung zusammen- 
fällt zur Y-Achse und die dazu senkrechte Schwerpunktsachse zur ix Achse, so lassen 


sich die Schubspannungskomponenten folgendermaßen durch eine Spannungsfunktion ‘7 
ausdrücken " 


,ove-Timpe, Lehrbuch d. Elastizität, Leipzig 1907, S. 364. 
’, Jahresb. d. deutschen Math. Vereinigung. Bd. 13. 1904, S. 31 
Zeitschr. f. Math. u. Physik, Bd. 5!, 1904, S. 242 


Zeitschr. f. Math. u. Physik, Bd. 56, 1908, S 225 


Love-Timpe, S 309. Love bewelst im Anschluß an (die Grashofschen Untersuchungen, daß 


der urch «liese Methode erhaltenen Spannungsverteilung nur bei einer bestimmten dreldimensionalen 
Schar (uerschnittsbeerenzungen ein zeometrisch mögrlicher Deforiınationszustand entspricht. 
Hans | renZz Lehrbneh d teehn Physik Bd iYy, München 1915. Na 440. Die Bezeich 


nung «(der Spannungsk ponenten ist aber die Föpplsche, mit zwei Indiees., 
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u y° 2m 1 ‚ 
m ( | ae? ) | 
Oy yi 2 (Tp 
wrY7 h ; 
!. = c\ (2m-+ | xy) 
(Ir en 
| P ur w in 
Hierin ist U = ‚P die Last, J IIy’dady, das Trägheitsmoment in 
sm 1 | J 1 - 
(4 


bezug auf die &-Achse und m der Poissonsche Modul. Die Funktion 7° wird durch die 


’ In . Een un pP pn E > )4 vE ı)4 vi 
partielle Differentialgleichung: I WP Et | 7: 
. ‚ y* 
und durch die Randbedingung 
3yp y“ ) ın 1 “ 
T, Oy 2 2 dy 
T; op da 
2m+l)ay 
(dr 


(die besagt, daß die Randspannung die Richtung des Randes hat) definiert. letztere läßt 


sich auch wie folgt schreiben, wenn man den Differentialquotienten nach der Nor 
eı’N 
malen des Randes or 0% or 
ds dr dy 
Oy er u 
und den Winkel g zwischen Randtangente und x-Achse einführt: 
2Yy y* 2m | , : f 
= 0sS9 ( + oe” } sin g(2m—+ 1) ee 
(!n , ) ‘ 


Diese Randbedingung läßt aber keine unmittelbare Folgerung in bezug auf die 
Randwerte der Funktion 7 zu, und an diesem Umstande mußte bisher jeder Versuch 
scheitern, die Theorie in der Richtung der numerisch-graphischen oder sonstigen 
Approximationslösungen weiter auszubilden. 

Um uns von dieser nachteiligen Randeigenschaft der Funktion I zu befreien und 
um gleichzeitig auch einen tieferen Einblick in das Wesen des Problems zu gewinnen, 
ersetze ich das Gleichungssvstem (‘P’) durch folgenden, allgemeineren Ansatz: 


)F )F ’ 
"u == 4A, ! B,  ( 2. Yy) 
(X y ’ ( F' 
0) F ()F u y 
f* A; + Ba — + 9 (tr, y) 
0x Oy 


wo 9ı und gs vorläufig unbekannte, von der Querschnittsfiorm aber nicht abhängende 
Funktionen, Aı, Aa, Bi, Ba aber ebensolche Konstanten sein sollen; und man sieht sofort, 


. N r i a ; y* I m MN 
daß die spezielle Substitution A, = 2b, 0, As 'E C; 9 cl 2) 
) ') 
und 9 = — C(2m+1)xy das Gleichungssystem (F) in (’) überführt. 
Für den allgemeinen Ansatz (F) wird die Grenzbedingung zu: 
OF IF 
A, t B, Tr yYı (2, y 
T 2 32 Oy dy 
a oder 
Ur: OF OF dx 
Ay + Ba tr fa 7, Y 
(pr y 
OF. OF. OF )F | | .- 
As sing —+ ba sin 9 A, cos 9 B, cos Jıla,y) cos Y Y2 (x, y) sin W. 
2 OY dr { Pr 


Es ist klar, daß der Ausdruck auf der linken Seite dann und nur dann mit dem 


() 


.oe . . . . F .. . . . 
Differentialquotienten in Richtung der Berandung (d.h ) übereinstimmt beziehungsw. 


Tr 
diesem proportional ist, wenn A, = Bı oO und 4), B; 0! Setzen wir die Kon 
stante Aı = — Ba = — 1 — was, wie man sofort einsieht, keine wesentliche Einschränkung 
mehr bedeutet - und As = Bı = 0, so nimmt unser Gleichungssystem (F) folgende 


Form an: 


) Würde man hingeren A, = By 0 und Ag B| 0 setzen, so fiele die linke Seite proportional 
OF 
aus, also wäre der derart spezlalisierte Ansatz (/) eine nur unwesentliche und von unserem Stand 
In 


punkte aus zur Lösung des Problems nichts beitragende Verallgemeinerungz des Ansatzes (7 
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GP R 
ls = + 1 (1, Yy) 
Rat: A EEE re 
= 93 (@, Y) 
Oy 
die Randbedingung gestaltet sich dabei wie folgt: 
Fr . )F OF . 
sin p + cos 9 — 9ı (X, y) cos @ — 9: (@y) sin g 
OY og O8 
und demzufolge (abgesehen von einer für unser Problem —- im Falle einfach zusammen- 
hängender (Querschnitte bedeutungslosen Konstanten): 
F(s) =| Yıla,y) co y—g(ay)singyglds . .». x 2... (d’), 





ı) 


wenn F'(s) den Wert der Funktion # an jenem Punkt der Berandung bedeutet, welcher 
von einem auf diesem angenommenen festen Punkt A die Bogenentfernung s aufweist. 
Die Funktion F'(s), d.h. der Verlauf von F (x, y) längs des Randes, läßt sich durch gra- 
phische Integration ermitteln, sobald die Funktionen Yı und gs gewählt sind und der 
Rand bekannt ist. Denken wir uns die so gefundenen Werte von F über den Rand- 
punkten tatsächlich aufgetragen, so erhalten wir die Raumkurve, längs der die Fläche F 
die Mantelfläche schneidet. 

Sehen wir nun zu, welcher partiellen Differentialgleichung die Funktion F genügt. 


e)2 c)2 
Wenden wir auf F die Operation A,?= —, + —, an: 
ie er; O3Y 
> (® F 2F OT. Op OTxs Opa 
J „’B —_ —— — —— - -+- + — 
On? Iy? Ir x Iy Oy 
92 ıy Op, 2 ıp , Opg 
— — ( —- +C0(?2m — 1)ı+ Pi ; C — — U((2m+1)te — / 
OxOy Ox 020% Oy 
op Ogg3 
= —2(0:+ RR. | (LS). 
oa Oy 


Wenn wir also ein für allemal ein Funktionenpaar 9,, 92 annehmen, so läßt sich 
aus der partiellen Diiferentialgleichung (-/') und der Randbedingung (d’) für jede beliebige 
Berandung jene Funktion F bestimmen, aus der, vermittels des Gleichungssystems 
(F’) die Schubspannungskomponenten sich ableiten lassen. 

Die Funktionen 9, und %s dürfen aber nicht ganz beliebig gewählt werden, wenn 
wir die Funktion F samt ihren ersten und zweiten partiellen Ableitungen kontinuierlich 
haben wollen. Nach einem wohlbekannten Satze ist die notwendige Bedingung dieser 


sche an ) (OF 0 (OF i 
Kontinuitätseigenschaften: | ) - ( . Das verlangt aber einen gewissen Zu- 
Je \Oy Oy \Ox 


sammenhang zwischen 9, und 92. Nämlich 


0 f/OF OTx: (oa ep ’ Opa 
(' ) an — 72 — (c — ( (2 m + 1) y) — / 
O2 \O0y Or Im Ox* Ix 
oO (OF OTyz ep ( = 091 
WORT... ei ae 
O)y (3,) Oy 2.4 Oy Oy? Ba Oy 
also 
2 ıp 2 ıy Ogs Op, 
0=0— +0 — - Ctem+1l)y—Cy— BER: : } 
d)@* Iy? er, Iy 


woraus, unter Anwendung der Gleichung (./), folgt, daß 


cd) , I u 
2 C(m+1)y+ 3 . RT N REN EN, (K). 
or Oy 
Die Funktionen 9, und 9, dürfen nur so gewählt werden, daß die Relation (K) 


erfüllt ist. Um nun unsere Ergebnisse vom Standpunkte der praktischen Lösung möglichst 


günstig zu gestalten, müssen wir über 9, und ga — natürlich unter Berücksichtigung von 
(K) — zweckmäßig disponieren. Nachdem in Folge von (K) 9ı und 9» nicht beide 


lineare Funktionen von x und y sein können, erscheint es mir zweckmäßig, beide 
Funktionen als homogene quadratische Funktionen der genannten Veränderlichen zu 
wählen, also: 

yı (8, y) = me? + bay+ cy? |) 


13 (ac, Y) = Ag X" + - Da y—+ Gy‘ 


’ 
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dann erhält (K) folgende spezielle Form: 
2C(m-+1) y+?2a+-by+ br +2cyY 0 
für alle reellen Wertpaare z,y; daher folgt: 


2 Cm +) +b +?2a=0 | ee 
29 +bı = 0 \' i ’ . . . . ). 
Im Folgenden werden wir — natürlich unter Berücksichtigung von (K*) Sa 
— nach verschiedenen Gesichtspunkten zweckmäßige Verfügungen über die homogen 


quadratischen Funktionen 9, und 9, vornehmen. Im Falle der ersten Wahl entspricht 
jeder Berandung eine ganz bestimmte Funktion F, die wir zur Unterscheidung FF, 
nennen wollen, bei der zweiten Wahl eine andere ganz bestimmte Funktion, die Fr ge 
nannt werden soll. 


2. Erste Verfügung über y, und g;. Das einfachste Paar solcher homogen-qua 
dratischer Funktionen, deren Koeffizienten dem Gleichungssystem (K”) genügen, ist 


Yı = 0; 9 =—2([((m-+1)ıy. In diesem Falle ist: 
O ()a: 
ER 0; 72 m 2C(m +1). 
I Oy 


Daher erhält das Hauptergebnis in 1 (siehe die Gleichungen (F'), (d’), (I')) fol- 
gende speziellere Fassung: die Funktion F7,, aus welcher die Schubspannungskomponenten 
vermittelst der Gleichungen 


OF} 

4 

7; pe > 
ee We . (F)) 
OFır a | 

T.:. = | — 2 C(m+1)ıy 
uy 


folgen, genügt in jedem inneren Punkte der Querschnittsfläche der partiellen Differential- 
gleichung 


O0? F} 0? Fı 


du’ Fr =. mi EimE . 2. 5 ee Ade 
= dm” Oy“ 
und nimmt in jedem Randpunkte des Querschnittes von einer additiven Konstanten 
abgesehen — den Wert 
F' (8) = [rr(ods [> C(m+V)aysinpgds -» » .» . . (dr 
0 V 


an. Die Kurve F'7(s), in welcher die Fläche 77, die Mantelfläche des Prismas schneidet, 
läßt sich danach bei gewissen Querschnitten rechnerisch ermitteln, in allen Fällen, ins- 
besondere bei nur zeichnerisch gegebenen, nach dem bekannten Verfahren graphischer 
Quadratur zeichnerisch bestimmen. 

(Im Falle einer Querschnittsberandung, die aus lauter zu den beiden Koordinaten- 
achsen & und y parallelen Geradenstücken besteht, — wie z. B. bei dem Reckteck und, 
abgesehen von den Abrundungen und Abstumpfungen, auch bei den technisch wichtigen 
T, I und Kreuzquerschnitten, — besteht die Raumkurve F'7(s) aus lauter zur x-Achse 
parallelen Geradenstücken und aus Stücken von Parabelbögen zweiter Ordnung, wie man 
aus der Formel (d,) sofort sieht.) 

Durch obige Formulierung unserer lirgebnisse wird es nun sofort klar, daß zur 
Bestimmung der Funktion F,, welche unmittelbar durch die Gleichungen (d,) und (J,) 
gegeben ist, genau dieselbe numerisch-graphische Methode anwendbar ist, welche Runge 
zur Bestimmung der die Prandtlsche Lösung des Torsionsproblems lieiernde Funktion 
geschaffen hat. Man sieht sogar, daß man bei jedem beliebigen (Querschnitt durch die 
Lösung des Torsionsproblems in seiner Prandtlschen Fassung und des Biegungsproblems 
in unserer obigen Fassung auf zwei solche lineare Gleichungssysteme geführt wird, 
welche miteinander ihrer »Struktur«') nach vollständig übereinstimmen. 

) Die »Struktur« eines Gleichungssystems ist im wesentlichen eine graphostatische Begriffs- 
bildung. Zwei Systeme von linearen Gleichungen werden dann als Gleichungssysteme übereinstimmender 
Struktur bezeichnet, wenn die Anzahl der Unbekannten übereinstimmt, und wenn die Gleichungen der 
beiden Systeme sieh in eine ein-eindeutige Beziehung bringen lassen derart, daß in zwei korrespondierenden 
Gleichungen die nämlichen Unbekannten mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten behaftet sind. 
Leisten wir bei dem Aufstellen der Gleichungssvsteine auf die eventuelien Symmetrie-Vereinfachungen 
Verzicht, so ist in diesem Sinne die Gleichheit der Struktur der beiden im Texte erwälnten Gleichungs 
systeme unmittelbar einleuchtend. 
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ie 3. Andere Verfügung über y, und g.. Zu einer andern Lösungsmethode ge- 
R langen wir, indem wir setzen: 9; Cr m+1)y’i 9: 0, also aı = (,b = I, ca = 
5 C(im+la=b Ca 0; womit die Bedingung (K*) befriedigt ist. In diesem Falle ist: 
ur 
. i 
BA ‘/ a (43 
Es () 
4 Oy 


nnd man sieht sofort, daß in diesem Falle das entsprechende 7, das zur Unterscheidung 
Fr genannt werden sell, der Laplaceschen Differentialgleichung zu genügen hat. 


RR; Das Hauptergebnis in 1 (siehe die Gleichungen (F'), (d), (J')) erhält also hier 
M folgende spezielle Fassung: die Funktion F'7,,.. aus welcher die Schubspannungskompo ; 


nenten vermittelst der Gleichungen: 


OFrı s 
14 7 4 ( 1? nn — E3 u”) 
4 )a j i 
Koh OFn \ Kir) 
15 f4 
\ OU 
IN: folgen, genügt in jedem inneren Punkte der Querschnittsfläche der Laplaceschen Diiffe- 
rentialgleichuug 
O*Frı Fr 
I, f II Pr 1 5 => U . R . : I; 
ei p* dy“ 
und nimmt in jedem Randpunkte des Querschnitts von einer additiven Konstanten ab 
eesehen den Wert 
Fır(s) ).11 (5) ds —| Ci (m+1)y’)cos@ds. a3 dArı 


an. Die Kurve 7#'7r(s), in welcher die Fläche 77, die Manteliläche des Prismas schneidet, 
läßt sich ebenso wie F'7,(s) durch einfache Quadratur bestimmen. (Im Falle einer aus 
lauter zu den beiden Koordinatenachsen z und % parallelen Geradenstücken bestehenden 
(Juerschnittsberandung besteht die Kurve F'rr(s) aus lauter zur % Achse parallelen 
Geradenstiücken und aus Stücken von Parabeln III. Ordnung, wie aus Gl. (dr) sofort er- 
sichtlich ist 

Die Grenzbedingung ist hier etwas weniger einfach als bei der in 2. erörterten 
Methode mit der Funktion 77; daß wir trotzdem auch Fr einführten, ist dadurch be- 
seründet, daß F7r der Laplaceschen Differentialgleichung genügt. Dieser Umstand er- 
möglicht uns eine experimentelle Darstellung der Fläche Fr. 

Stellen wir eine ganz beliebig geschlossene Raumkurve durch einen dünnen, in 
sich zurückkehrenden Draht dar und tauchen denselben in eine Seifenlösung, so spannt 


sich auf den Draht eine Flüssigkeitsmembran. welche — von der geringfügigen störenden 
N Wirkung der Schwerkrait abgesehen die Form einer sogenannten Minimalfläche besitzt, 
I n - Y . 
H also einer durch die Gleichung 
| ä 
| Be BL er (m) 
0; 05 m, 
eekennzeichneten Fläche!) (wo 0, und 9, die Hauptkrümmungsradien bedeuten) 
Bi Wenn wir für diese Minimalfläche die Gleichung f f(x.y) einführen, so läßt 
sich wie es in der Differentialgeometrie gezeigt wird - Gl (m) in folgender Form 
anschreiben: 
or 
() 1; a 'y 
+ = () 
da f ” f 1 ’ )y f O)fN 2 )f 2 1 - 
er) ++) 
| w Ox Oy J 
7 
| oder nach einiger Umformung 
( f j- ‚4 / Bil; 024 ) 2 .)2 
| J / ' ( ) r 
or ef IX 2? Or Oo yVOrOy 27 y? 
5 rn? ; METL, Of\# Of\? 


+55) +55) 


Aus dieser letzteren Form folgt, daß, sobald die Minimalfläche / so flach geneigt 


af of ie £ Fr 
ist, daß die Quadrate und das Produkt aus und der Kinheit gegenüber vernach- 
2 0x { Y 
z 5 ıs Kompendiam der theor. Physik von Woldemar Voigt, Bd. I, S. 248, 











Hett „= Nemen\ı - Bereehnlno (ler Schubspannu wer] ııı) uyEE ETETEN TE hıalkı ‘'y,, 


lässigt werden dürfen, sie mit zureichender Genauigkeit der Laplaceschen Differential 
gleichung genügt. 

Stellen wir daher vermittelst des oben angeführten Kapillarexperimentes jene 
Minimalfläche / her, welche die dem vorgelegten Stabquerschnitt entsprechende Raum 
kurve Fır(s) enthält, und sehen wir, daß die derart gewonnene Fläche eine geringe Nei 
gung zur X,y-Kbene aufweist, so wissen wir, daß diese Minimalfläche annähernd die 
l,aplacesche Differentialgleichung befriedigt; daher stimmt Fläche / mit FF}, genau in 
der Grenzbedingung und näherungsweise in der Differentialgleichung überein, so daß die 
Fläche f eine Näherungslösung unseres Problems liefert. 

Hat hingegen die zur Raumkurve F'7r(s) gehörende Minimalfläche / irgendwo eine 


f 


so große Neigung, daß Quadrate und Produkt von — und „ nicht vernachlässigt 
22 Oy 


werden dürfen, so müssen wir für unser Biegungsproblem eine andere approximative 
Lösungsmethode suchen. Als eine solche bietet sich auch hier Runges numerisch-gra 
phisches Verfahren dar, welches auch hier — wie sofort einzusehen auf ein Glei 
chungssvstem gleicher Struktur führt, wie das 'l’orsionsproblem in seiner Prandtl 
schen Fassung und das Biegungsproblem in seiner in 2. von uns entwickelten Formu 
lierung 

Eine weitere Näherungsmethode erhält man, wenn man diese numerisch-graphische 
Methode mit der obigen experimentellen Methode derart kombiniert, daß man die Gitter- 
punktwerte der experimentell ermittelten Funktion / als erste Annäherungswerte für die 
Lösung unseres Rungeschen Gleichungssystems betrachtet und von da aus mit dem be- 
kannten Iterationsverfahren bis zum vorgeschriebenen Genauigkeitsgrade fortschreitet 


4. Anwendung auf den Grashofschen Querschnitt. Weiterer Ausblick. 
Zum Schluß will ich eine Bemerkung über die geschlossene Raumkurve F'7r(s) machen, 
diese Bemerkung auf eine spezielle Querschnittsiorm, den sogenannten Grashofschen 
Querschnitt, anwenden und für diesen das Spannungsproblem lösen 


Die Kurve Fyr(s) ist bekanntlich eine ebene Kurve, falls die Determinante 


da dy dAF'rı aa Iy EN er 
( (pp® (m |) y* 
ds ds As Ads ds Ads r 

j d’x a’y d’Fıı dx d’y da [dx 
A (s) F - : = E% | (X m+1)y’)\| 
ds“ ds“ 8° ds’ ds“ ds | 8 ) 
a’x d’y d’Fı d’r d’y > dx 
— — U | (X \m+1)y‘)| 
ds” ds? ds” ds? dg? ds“ | ds 


für jeden beliebigen Wert des Parameters s gleich 0 ist 
Setzen wir also die Determinante /(s) gleich 0, nehmen wir ferner zur hierdurch 
. ’ 2% da\* dyı“ r .. ' a 
erhaltenen Gleichung die Identität ( 4 ( | hinzu, und lösen wir dieses Svstem 
ds ds’ 


von Differentialgleichungen auf, so erhalten wir eine mehrdimensionale Schar solcher 
Querschnittskurven, für welche die Kurve F'rr(s) eine ebene Kurve und demzufolge 
wie man unter Heranziehung der Gleichung Ay) unmittelbar folgert die Fläche F'y 
eine Ebene ist; für jede solche Querschnittsbegrenzung ist also das Spannungsproblem 
elementar lösbar. Von dieser mehrdimensionalen Kurvenschar greifen wir eine ein 
dimensionale Hyperbelschar mit der Gleichung 

0 — (m +1) y’ k“ (h 
- wo %k der Parameter der Kurvenschar heraus; man sieht sofort, daß für jede 
Hyperbel dieser Schar die dritte Kolonne der Determinante /(s) mit der ersten überein- 
stimmt und daher die Bedingung A(s) = 0 in der Tat befriedigt ist. Weiter ist es leicht 
einzusehen, daß auch dem hieraus gebildeten sogenannten Grashofschen Querschnitt ') 
— (oben und unten begrenzt durch die beiden Aeste einer der Hyperbeln (h), an den 
beiden anderen Seiten durch zwei zur y-Achse parallel und symiınetrisch gelegenen 
Geraden) — die Eigenschaft zukommt, daß die ihm entsprechende Kurve F'7ı(s) einer 
einzigen Ebene angehört. Diese Ebene, welche gleichzeitig die Fläche 4‘, liefert, wird, 
wie leicht nachweisbar, durch die Gleichung 

F'rr Ck'’x 


> 


siehe z. B Lorenz, a. a. O., NS. 442 
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er er “ 
Fern an 


dargestellt; sie enthält also die „-Achse und gibt die Lösung des Biegungsproblems für 
den Grashofschen Querschnitt, nämlich nach (F}77): 


Er f UFrı ” a = . Br 2 
ur Tl. — Zr C(e?— (m+V)y) = — Ck’+C(k&?— (m-+1)y) 
an Oz ‘ 
" = (CC? — (m+1) y* — k°) 
| OF 
T —— ==. 
Oy 
1 Wir sind damit auf ganz anderem Wege zu dem bekannten Grashoischen Ergebnis 
gelangt. 

ine) Die in denselben Problemkreis fallenden weiteren Erörterungen werden nun zu- 


16% nächst zwei Ziele zu verfolgen haben: 
1) Die tatsächliche Lösung des Biegungsproblems auf Grund der Ergebnisse von 
2 und 3 mit Hilfe unserer Funktionen F} und F}7ı für technisch wichtige und bisher der 
RR exakten Lösung unzugängliche Querschnitte — in erster Linie für das T, das ], das 
kreuziörmigee und das Zores-Profil; ferner für theoretisch interessante Querschnitte, 80 
in erster Linie das Rechteck und das diagonal gestelite Quadrat. Bei diesen letzteren 
wird sich ein Vergleich der derart zu gewinnenden Ergebnisse mit den Ergebnissen der 
willkürlichen »Näherungsmethode« (siehe Einleitung und Fußn. 5, S. 90) darbieten. 


2) Die Erweiterung des Rungeschen graphisch-numerischen Lösungsverfahrens des 
Torsionsproblems') auf zweifach und mehrfach zusammenhängende (@uerschnitte; 
Anwendung hiervon auf den Stab mit rahmenförmigem Querschnitt (rechteckiges Hohl- 
prisma) und die analoge Untersuchung in bezug auf das Biegungsproblem, eben- 
falls unter Anwendung auf das rechteckige Hohlprisma. 5 


Über eine Eigenschaft der ballistischen Kurve und ihre 


Anwendung auf die Integration der Bewegungsgleichungen. 
Von K. POPOFF in Sofia. 


enri Poincart hat in zwei seiner Arbeiten, nämlich in den »M£thodes nouvelles 

de la M&canique ccleste« und in den »Lecons de M£canique celeste«, wertvolle 
Methoden zur Integration der Differentialgleichungen der Himmelsmechanik ange- 
geben. Im folgenden soll versucht werden, diese Methoden auch auf die Differential- 
1 gleichungen der Ballistik anzuwenden. Während aber alle in der Himmelsmechanik auf- 
tretenden Kräfte sich aus einem Jotential ableiten lassen, gibt in der Ballistik die Rei- 

bung dem Problem eine gänzlich veränderte Gestalt. Sieht man ferner die Reibungs- 


{ kräite als die »störenden Kräfte« im Sinne der Himmelsmechanik an, so sind diese hier 
Br unverhältnismäßig viel größer als in der Himmelsmechanik. 
& Für das Problem der Himmelsmechanik findet nun Poincar‘ folgendermaßen eine Ä 


allgemeine Lösung. Er ermittelt zunächst Hilfslösungen (solutions intermödiaires), die 
Eigenschaften haben, die einem Spezialfall des Problems entsprechen, aber bis zu einem 
gewissen Grade auch im allgemeinen Falle auftreten müssen. Von diesen, übrigens 
bei ihm periodischen oder asymptotischen, Hilfslösungen geht er dann mit Hilfe der so- 


‚ gen. Störungsgleichungen (@quations aux variations) zur Lösung des allgemeinen 
Problems über. 
\ Es kann der Fall eintreten, daß die Anfangsbedingungen der gesuchten Bewegung 


nur wenig von denen abweichen, welche einer (periodischen) Hilfslösung entsprechen. 
In diesem Falle kann man diese Lösung als erste Näherung der wahren Lösung be- 
I# 


I) Runges numerisch-graphisches Verfahren ließe sich ganz unverändert auf mehrfach zusammen- 
\ hängende Querschnitte übertragen, falls man im vorhinein für jede innere geschlossene Randkurve (des 
mehrfach zusammenhängenden Querschnittes den ihr eigenen konstanten Wert der Funktion u (x, 9), 
— also bei einem n-fach zusammenhiängenden Querschnitte » — 1 Konstante — kennen würde; dies ist 
aber zunächst nicht der Fall Die Ueberwindung der hierin liegenden Schwierigkeit und damit die Ver- 
allgemeinerung der Rungeschen Lösung des Torsionsproblems auf beliebig-vielfach zusammenhängende 
Querschnitte bildet den Gegenstand einer in Vorbereitung befindlichen Abhandlung des Verfassers. 
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trachten. Es bezeichnen etwa &ı., & &; die Koordinaten der bewegten Punkte, ? die 


Zeit, Aı, Aa .... A, irgend welche Parameter und es sei 

u Yı (f: hı, Na, Rz u 

x = galt; Ai, As, hs .... A,) 

2 = Galt; Aı, Ms, Ra .... Ay) 
für bestimmte Werte der Aı, As .... A, die Hilislösung der l’oincareschen Theorie als 
erste Näherungslösung. Dann werden durch ©, = Yı + Sı, % = Ya + & usw. die Koor- 


dinaten der betrachteten ’unkte in der wahren Bewegung dargestellt, und es lassen sich 
die Differenzen S, in der Form schreiben: 


IgG (ld 1 ıq 
or =Aı Far... + 
Oh (ha ('!h, 
wo man die Konstanten A,, Aa ... als kleine Verbesserungen dA, dA, ... betrachten 
kann, die man an den ursprünglichen Aı, A» ... anzubringen hat, um die wahre Bewe 


gung zu erhalten. 

Für das ballistische l’roblem haben periodische Lösungen keinerlei Intesesse, da 
die Ballistik ja nur den Anfang der Bahn des Körpers untersucht. Gestützt auf loincarcs 
Methoden, habe ich nun für das Problem der Ballistik Hilfslösungen ermittelt, die un 
mittelbare Vorteile bieten, indem sie charakteristische Kigenschail en besitzen, die bei ge 
wissen, in der Eintwicklung der Ballistik häufig diskutierten Widerstandsgesetzen aulcreten. 
Ich habe weiter zu verdeutlichen gesucht, welchen lEinfluß die Aenderung des Wider 
standsgesetzes auf die in I\ede stehende Eigenschaft, die »Affinität der Bahnkurven«e, 
hat, eine Eigenschaf: übrigens, die aufmerksamen Beobachtern nicht entgangen ist. Es 
ist mir schließlich auf Grund dieser Hilislösung gelungen, die Bewegungsgleichungen 
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen durch Quadraturen zu integrieren, 
ohne die Gleichung des Hodographen einzuführen. Dabei erscheinen die Ausdrücke für 
die Koordinaten des Geschosses in drei verschiedenen Formen, nämlich als Reihen, welche 


4 y ‘ 8 U ‘“ s . 
nach Potenzen 1) von sin‘ r 2) von sin“ _, 3) von sin «fortschreiten, wo « der Abgangs- 
* [2 TT TT . 
winkel gegen den Horizont und 9 = +0 9% — 0 ist. 
2 2 


1. Erste Näherung für flache Bahn. Ich schicke zunächst eine allgemeine 
Bemerkung voraus. Es handle sich um die Bewegung eines Punktes mit den Koordinaten 
%, y. Wählt man die Achsen des Koordinatensystems derart, daß die Anfangsbedingungen 
einzelne der gegebenen Konstanten (Anfangslage, Anfangsgeschwindigkeit) nicht explizit 
enthalten und sind diese auch in den Difierentialgleichungen der Bewegung nicht ent- 
halten, so werden die Integrale von den betreffenden Konstanten nicht abhängen. In 
unserem Falle brauchen wir nur die y-Achse parallel zur Richtung der Anfangsgeschwin- 
digkeit und die x-Achse durch die Anfangslage des bewegten Punktes zu legen. Die 
Anfangsbedingungen sind dann, wenn mit Accenten die Ableitungen nach der Zeit be- 
zeichnet werden: 

t=(, ı o,y=0, & 0, y Un, 
und die Integrale haben die Gestalt: 
X Yı (%o, X, t), y = 1a (V,, %o, t), 


unabhängig vom Abgangswinkel«. Es 
genügt also in diesem Falle, eine be- 
liebige der Bahnkurven bei gegebener 
Aniangsgeschwindigkeit v, zu kennen, 
da durch sie alle anderen Bahnkurven 
mit derselben Anfangslage und der- 
selben Anfangsgeschwindigkeit gege- . KY 
ben sind. 

Nunmehr wenden wir uns dem 
Hauptproblem der äußeren Ballistik 
zu, nämlich der Untersuchung der 
Bewegung eines Punktes unter dem 
Einfluß der Schwere in einem wider- 
stehenden Mittel. ®(v) gebe den 
Widerstand des Mittels (d. h. die Wider- Abb. 1 
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; 


standskraft pro Masseneinheit) in seiner Abhängigkeit von der Geschwindigkeit v des 
Punktes an. Wählt man die Mündung des Geschützrohres zum Anfangspunkt des Koor- 
dinatensystems, und sind die Richtungen der z- und y Achse durch die Richtung der 
Anfangsgeschwindigkeit bezw. die abwärts gerichtete Vertikale gegeben, so lauten die 
Differentialgleichungen der Bewegung (vergl. Abb. I auf S. 97), da die drei Seiten des 
Kräftedreieckes, in dem ® zerlegt wird, sich wie v: x: y' verhalten: 

d’x dx D (v) a?y dy P (v) 


5 = RE . = ( ee 
dt? dt v’ ar 9 dt v 


mit den Anfangsbedingungen: 


f ), 0, y—=WU, ge’ [ 


y= 0), 


“ 
Die Geschwindigkeit ist nach Abb. I durch die Gleichung gegeben: 
F 
> 


"= xc’+y’—2xy sine = («+ y)’— 4. y' sin? 


n R 7ı ö 
wo & die Abgangswinkel und = + a ist. 


y \ Po . i .< 
Unter der Voraussetzung, daß sich /(v) = in eine nach ganzen, positiven Po- 
Ü 


tenzen von v fortschreitende Reihe entwickeln läßt, ist eine Entwicklung auch möglich 


9 9 ’ 
nach Potenzen von sin“ —. Denn da v und y reell sind, hat man 


«—- y’=-k@+y”’ —ıey>o0 
und da x' und y' bei unserer Wahl der Koordinaten immer positiv sind, 
“ ta'y' 
> — ->0. 
(a n Y . 


Es ist also möglich, den Ausdruck für die Geschwindigkeit: 


' N u y' a “ a 
—— (‚7 + Y ) V: — - Sim” - 
x )“ i 


« 
, ’ 


+ 2 
\ * ” . 1 » ” 
und damit auch /(v) in eine nach geraden Potenzen von sin “fortschreitende Reihe zu 
. . . . 9 ( r 4 4 
entwickeln. Diese Reihe konvergiert sehr schnell wegen des Faktors sin? 7. bei 
2 (x’ + y')? 


und zwar besonders gut für sehr kleine oder sehr große {, da ,' für kleine / fast ver- 
schwindet und x’ sehr groß ist, während für große ? das Umgekehrte der Fall ist. Im 


7 . ha y . ‘ 7 5 Y r Pr ( 
ersten Falle wird , ",, sin? klein von der Ordnung °, sin? 2 
x +yY) r, x 2 


klein von der Ordnung sin? E Diese gute Konvergenz erklärt die auf den ersien 


7 


und im zweiten Falle 


Blick sehr auffallende Tatsache, daß schon das erste Glied unserer Entwicklung die Be- 
wegung mit überraschend guter Annäherung darstellt. Die beiden ersten Glieder der 


Reihe mögen hier angegeben werden. Setzt man @ + y = w, so wird: 
’ a4 ..,@ 
f (») — /(w) BL I Bi” : zn LE TE Ta (I). 
(x 1 Y 3 y 


Mit Rücksicht auf diesen Ausdruck für f(v) erhält man für die Bewegungs- 


gleichungen: 


da a | ey ,.8 = 
— — | (uw) —f(w Bar | 
At a U 3 ” s 
’ f 9) . ! (A). 
dy il p EU , 0% j 
-— == y| \w —f W) sın“ Po... | 
ne Due BE m > ; 





F 


Nunmehr liefert die Vernachlässigung der mit sin?’ 2 multiplizierten Glieder eine 


Näherungslösung. Die Bewegungsgleichungen werden dann 


da m Ay zn 
—- — x f(uw), Er ) N 
dt dt 
mit den Anfangsbedingungen 
ed, zul, ya, "= vo, y — (. 


Oftenbar enthalten weder die Bewegungsgleichungen noch die Anfangsbedingungen 
den Abgangswinkel «; dementsprechend tritt dieser Winkel auch in den Ausdrücken für 
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x und y nicht auf, und diese sind Funktionen, die. allein von ? und der Anfangs- 
geschwindigkeit v, abhängen. Um sie zu finden, addieren wir die Gleichungen (B) und 


erhalten: 


dw 
= y—- wf(w 
also: dt f( ) 
' dw 
g — wf(w) 


Lösen wir diese Gleichung nach w auf, so finden wir 
w—=x + y — FF (vo, t). 


Kine abermalige Integration gibt 
z+y 


oe —+ U [a (ge + Y) = F' (vo, f) di. 
Ü m 





Aus den Gleichungen (B) erhält man 
t 


eu erjwWd Ya—wme S/wHt + F (v,t) 
0 


und schließlich hieraus durch eine letzte Integration: 
x 2(%,N), y=y(vo,t). 
Um von diesen Näherungskurven zu den anderen Bahnkurven übergehen zu 
können, hat man den Einfluß der vernachlässigten Glieder zu untersuchen. Ich führe 
die Rechnung hier nur für das Glied 


 / 2 x y . o 4 
RO + ‚ sin‘ 
(© +9) 2 


durch, da sie für die weiteren Glieder in genau derselben Art geschieht. 


2. Zweite Näherung; Zusätze. x + öx und y—+0y seien die Werte von « 
und y', die man erhält, wenn man in den Bewegurgsgleichungen auch die Glieder mit 


dem Faktor sin’ : berücksichtigt. Die Vernachlässigung der Quadrate und Produkte der 


Dr 


Größen Öx, dy' und sin? 7 jiefert, unter Berücksichtigung der Gleichungen (B), die fol- 
- > 


2 


genden Gleichungen: 


10a Fr \ 6 rg 3 
—__ er f(wdw — dr fw) +xXf(w) sin? 7 : 
dt 7 2 
dd ; N N \ > N ’ ) 1 2 ey . 2 Y 
Eu. vf (w)Sw —Öyflw)+yr (w) sın“ 
dt | w - 


Diese Gleichungen sind linear in Ö.« und dy', urd ibre Koeffizienten sind bekannte 


Funktionen der Zeit. Ihre Integrale enthalten sin® - als Faktor, wie man ohne weiteres 


erkennt, wenn man 
a ee a X . PER | 
Og —= & sin? A Öy = u’ sin” r dow=(E + „,s1u 
-- 92 : 5) ) 


- u 


setzt. Durch diese Substitutionen gehen obige Gleichungen in folgende über: 


e 2; eis u; ; > "| ' 
d> _— a T’(w) (5 +n) & f w) + / (w) v y | 
dt z 
dn' gay (C). 
I) — vf’(w) (&' n') a 4 y'ft 1 Ru yf' yr) | 
dt ar 


Die l,ösung dieser Gleichungen kann auf einfache Quadraturen zurückgeführt 
werden, denn durch Addition der Gleichungen erhält man die in ($ + ') lineare Glei- 
chung erster Ordnung: 


’ 


AH) _ Ya) +ufw)& +) +T(w) 2x y. 


dt 
Hat man &'+»' gefunden, so erhält man <+n,2,$, y und „, durch einfache 
Integrationen. Setzt man nämlich "+7 =;s(f), so nimmt 2. B. die erste der Glei- 
chungen (C) die Form an: 
az % 4 N ! gr 44 ; 2x2 y 
FHEtW+HElW TEN - ET) = 0. 
( w 
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”ı 


Diese in S' lineare Gleichnne erster Ordnung kann durch einfache Quadraturen 


nach ©’ und weiter nach 5 aufgelöst werden. 
Berücksichtigt man in gleicher Weise die Glieder zweiten und höheren Grades in 


. . . ‚ c .> . .. 
der Entwicklung von $(v) nach Potenzen von sin’ r so erhält man in den Ausdrücken 


( ‘ 


für x, % y und y Glieder mit den Faktoren sin’ n, sin® „ usw. 


Zusatz 1. Wechsel der unabhängig Veränderlichen. Für die praktische 
Verwertung empfiehlt es sich, «© als unabhängige Veränderliche zu betrachten, denn man 
erspart dann die Auflösung der Gleichung 

Bin dw u (w) 
g—- wf(w) 
0 
nach vw. Man berechnet ein für alle Mal Tafeln, die die Werte dieser Funktion © (w) 
für die verschiedenen Werte der Variablen :© enthalten, und benutzt diese Tafeln für die 
Berechnung weiterer Bahnelemente. 
Die Kinführung dieser Variablen «v führt unsere Resultate in folgende über: 


7 HM 


ae — to { J Ju )e (w) “ ur y [DREH J u , v (m) d + W, 
. ‚ u Ih u! 
/ / ( ) ar w) u ’ i F j } f(w, ir’ (u ) dw 
=v, 19 (ww) e” dw, y= |w9 (w)dw— vo | O'(w)e dw . 
d } r) ( f / \ e 7 / j N ( ı / y ) f 
! u) ww) uf) St N)+I WWF w) 2 y 
dw 


USW, 


rt 


Dabei sind «, y, &,,' die Ableitungen von , y, S, n nach der Zeit, ©' (w) dagegen 
: : dl) (w 1 
die Ableitung von (ww) nach ır: G' (uw) = — 
dw grwugiu) 
Zusatz 2. Andere Herleitung des Resultats. Wir bewiesen die Möglichkeit, 
v und y auszudrücken durch die Reihen 


X do -+ aı Sin - + as sin’ 4 Rn | 
re u (11) 
y bo + dı sin‘ + b, sin? u | 
fl E 
mit Koeffizienten a,, a1, @2 . . ., Do, Pı, db» .. ., die Funktionen allein der Zeit sind. Weiß 


man dies einmal, so kann man diese Koeffizienten auch auf einem andern Wege ge- 
winnen. Setzt man nämlich die Werte (II) für x und y in die Gleichungen (A) ein und 
Y 


+) 


vergleicht man die Koefiizienten gleicher l’otenzen von sin’ ”, so erhält man eine Reihe 


von Gleichungspaaren, welche 
die Koeffizienten a und 5 der 
Reihe nach zu bestimmen ge- 
statten. Diese Methode ist in 
der Praxis vorzuziehen. 


Mundungshorizont Zusatz 3. Affinität 
der Bahnkurven. Wir er- 
kannten, daß unsere Reihen- 
entwicklungen für sehr kleine 
oder sehr große ? sehr gut 
konvergieren, und daß des- 
halb schon die ersten Glieder 

= (4b (t), y—=b, (t), 
die den Winkel p durchaus 
nicht enthalten, eine aus 
reichende Näherung liefern. 

C Man denke sich nun 

Ahn. 2 (Abb. 2) einen Rahmen in der 
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l'orm eines l’arallelogramms ABCD, dessen Seiten in den Ficken gegeneinander dreh 


bar sind. Auf AB und CD trage man, von A bezw. D ausgehend, die Strecken 
0 ao (tl) 
xce Ay \2 
X Ado (#) 
ab und verbinde ihre Endpunrkte durch Fäden. Auf diesen Fäden markiere man die 
Punkte mı, me,... m;, deren Entiernungen von den auj AB gelegenen Endpunkten der 
Fäden die folgenden sind; 
yı=b (I) 
y=b(?) 
Yyı = bu (lt). 
Nunmehr liegen die l’unkte nı, ma, ... m, auf einer Näherurgskurve, die dem 


Abgangswinkel a&-BAC—" 


ui 


fert dann sämtliche Bahnkurven, 


Winkels & zwischen k und 

Da die Zeit, in welcher 
das Geschoß einen beliebigen 
Punkt M erreicht, von der Ver- 
schiebung des Rahmens unab- 
hängig ist, kann sie direkt von 
AB abgelesen werden. 

Mit diesem einfachen 
Apparate habe ich mit praktisch 
hinreichender Genauigkeit die 
Bahnen auseinander ableiten 
können, welche in den »Schau- 
bildern für die 10,5 cm-Gebirgs- 
haubitze L/12« von Krupp für 
die 6. Ladung angegeben sind, 
Abb. 3. Die angezogenen Linien 
sind die von Krupp angegebenen 
Bahnkurven, die gestrichelten 
sind die durch Affinität aus der 
für & = 16°/ı5° abgeleiteten. Es 


entspricht. Eine einfache Verschiebung des Rahmens lie- 


die derselben Anfangsgeschwindigkeit und Werten des 


entsprechen. 
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beweist dies, daß schon unsere erste Annäherung Bahnkurven liefert, die nur wenig von 
denen abweichen, mit denen sich der I’raktiker begnügt. 


. R . 1. 7T . . R 
3. $teile Bahnen. Liegt « in der Nähe von 50 gibt es eine andere Reihen- 


entwicklung, die mit Ausnahme der Umgebung des Scheitels sehr gut konvergiert. Um 
für diesen Fall eine Näherurgslösung zu erhalten, beginnen wir die Untersuchung noch 


einmal, setzen aber jetzt 


y»’ ci ge’? gr 


7T ” 
wo yo @ Ist. 


wc yıalla = (a —y)’ 


Axy sin’ —, 


Auf dem aufsteigenden Zweige der Bahn ist 


Beschränkt man sich nun auf- denjenigen Teil des aufsteigenden Astes, für welchen 


außerdem noch 


x sin«a>y, 
B) y>?2x sin’ 


Du 
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ist, der also den Scheitel der Bahn nicht enthält, so gilt immer die Beziehung 
ta’ y' Ten. 

I > ——— sin? 
(u y)“ 2 


und man kann die Geschwindigkeit und damit auch /(v) nach geraden Potenzen von 


)) 


sin in eine Reihe entwickeln: 
vv ) 4 ee) w in? - 
fir fıu ei ya Sinn a 
wo diesmal 


gesetzt ist. 


In diesem Falle lauten die Bewegungsgleichungen 





da en v RE, ] 
— ac ı/ w)+f' (w > Viren RE | 
dt! /Ib 2 | i (A’ 
day ’ ’ By zii, 1 \ ‚+ )- 
g—-yıifıw)- f (\w) sın“ tr 
d/ i N‘ w 2 
Wir vernachlässigen die Glieder mit sin’ — und finden für eine Näherungsbahn 
die Bewegunrgsgleichungen 
dx' ’ dy' ‚ r j 
= ac fiw), g—-yJ/w re a a 
dat dt 
mit den Änfanrgsbedingungen 
! VÖ, 4 V, Y = U). ge U), y ’® 


Subtrahiert man die Gleichunrgen (B), so findet man 


dw u 
g— wf\w), 
d! z 
“ dw 
ze 
g+wfliw 


Wenn man diese Gleichung nach ı auflöst, erhält man 


u x y=F(,t). 


Eine abermalige Integration gibt 


C y- ie y) — IF (vo, t) dt. 
6 ö 
Die Gleichungen (B') liefern uns 


t 


n u 4 Ye; / (we) d / nz 4 ) f@ ) dt m y' “ 
LE ee Ya. , y Yy = Vo ö I \%o, t), 


v0 
woraus schließlich nach einer letzten Integration © und y als Funktionen von ® und f 
folgen. 
Wie man sieht, enthalten die Gleichungen dieser Näherungsbahn den Winkel « 
nicht. Alle diese Bahnen können also wiederum mit Hilfe des oben beschriebenen Rah- 
mens aus einer einzigen unter ihnen abgeleitet werden. 


Will man die wahren Bahnen finden, so hat man die Störungsgleichungen zu 


. .. . .. > ] . 17} y 
bilden und zunächst die Quadrate und Produkte .der Größen dx', 6, und sin’ „ zu ver- 
nachlässigen. 
Die Gleichungen sind hier folgende: 
ad .r' AR aa IE 
u ef (w)dw ac fm zw) 7 sin? 
it w 2 
aöy' ON | ER EEE. 
7 Yf(aw)dw — dyflw) - Yr'(w) —”- sin: 
d! . w 2 
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Es sind dies in bezug auf dx und Öy' lineare Gleichungen erster Ordnung. Ihre 


. 2 / . . . . . 
Integrale enthalten sin’ „ als Faktor, was ohne weiteres ersichtlich wird, wenn man 


t 1} 


U 


0x — |’ sin? n. öy = sin’, dw S— 1) sin? - 
setzt. Man erhält dann folgende Gleichungen: i 
45 — cf (w)($ ") — !f(w) cf (w) a.y 
es 1m { (v 
Ze WEN HL) ER) 
{ ut 


Man subtrahiere nun diese Gleichungen: 


da(E® — rn’) ei; r 
= —[flw) + wf WE N) SW) 2x y 
dt h ! 
und berechne aus der entstandenen, in (S’—,') linearen Gleichung erster Ordnung 
(2 — »'). Ist diese Differenz gefunden, so liefeın einfache Integrationen die Größen 
s—17, 5% $,%. Man setze nämlich in (C) ®°-—- „’={(t). Dann wird z. B. die erste 
der Gleichungen übergehen in 
d & nf u; rpyı yo pH 3 xy 
+/Ww)S +efWw)iM) + «ff (w) — 0, 
dt p x w 


Diese Gleichung, die eine lineare Gleichung auf Bezug $ ist, läßt sich aber leicht 


durch Quadraturen auflösen. 


’ 


Hier gelten in sinngemäßer Anwendung die oben gemachten Zusätze, mit dem 
einzigen Unterschied, daß die eben aufgestellten Formeln in der Nähe des Scheitels der 
Bahn ihre Bedeutung verlieren können. Doch ist dann der Winkel, den die Tangente 
an die Bahnkurve mit der Horizontalen einschließt, klein, und man kann unsere ersten 
Formeln mit gutem Erfolg anwenden. Ist dagegen « negativ, so gelten die aufgestellten 
Formeln ohne Einschränkung für die ganze Bahn. 


4. Andere Lösung für kleine Abgangswinkel. Die bis jetzt unter Hervor- 
hebung bemerkenswerter Eigenschaften der Bahnkurve eingeführten Methoden reichen 
aus, um die Integration der ' wegungsgleichungen im Falle des allgemeinen Wider- 
standsgesetzes auf einfache Qua’ turen zurückzuführen, ohne die (rleichung des Hodo- 
graphen zu benutzen. 

Die folgenden Betrachtungen sollen keine vollständige dritte Lösung der gestellten 
Aufgabe liefern, sondern nur die Eigenschaften der benutzten Näherungsbahnen von 
anderer Seite beleuchten. 

Wir gehen wieder von den ursprünglichen Bewegungsgleichungen aus: 


dx dy' 


= ce’, —, =9- vl), 
wo Ä v” = 2?’ +y°—2xy sin « 
ist und die Anfangsbedingungen die folgenden sind: 
t ,00el, yl, 2 =Uu, Y 0. 


is sei wie bisher möglich, / (v) nach ganzen positiven Potenzen von v in eine Reihe 
zu entwickeln. Damit sind auch Entwicklungen von /(v) nach l’otenzen von sin @ ge- 
sichert. Es ist nämlich, wie bekannt, auch der (Juotient 


2 .y 
x: 4 y . 
der übrigens für {= 0 und für {= » verschwindet'), stets absolut kleiner als 1 und 
um so mehr 
ax 
— ec 2. 
De ai. Du 
y 
I) Für t klein wird dieser Quotient klein von der Ordnung ', sin« und für £ sehr groß klein 


7 
von der Ordnung -, sin «. 
7 


















































Zeitschrift für anzewandte Mathematik und Mechanik Band 1 


| | Setzt man nun w—= Vx’ 


) .- 4 
| so geht die Reihe für / (») über in 
; i f (Qu f] xy 5 
/(r) f(w) - sind - 
} R 2 2 + u? 
EN und mit Hilfe dieser Reihe nehmen die Bewegungsgleichungen die Form an: 
’ dx eo (ww) 20 y R ] 
— (u — sin« +4 1 
lt , 2 l - ! | f " 
. : i r J E ) . . . y (A I. 
Bi dı ww 2 y s | 
Ki g—-yifw „+ sina + 
an | al », u + 
h h 4 | | 
AN Man vernachlässigt wieder die (lieder, welche sin « als Faktor enthalten und 
| erhält als erste Näherung 
1 dx ; d y j i 
1; "f(w Yo (1) (B”) 
| ns \ _ ({ ? / U) . . . . \ / 
1 7 /w), — 97V 
Art mit den Anfangsbedingungen: 
iR 2 
j eh f = V, T wm V, y= V, 4 = Üo, Y U), - 


Dieselben Gleichungen mit denselben Anfangsbedingungen erhält man, wenn man 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Bahn für den Fall einer horizontalen An- 
fangsgeschwindigkeit aufsucht. 

Es sei nun gelungen, die Gleichungen (B”) aufzulösen. Ihre Integrale 

= x (vo, t), y=y(w,t 

sind selbstvrerständlich von « unabhängig, denn der Abgangswinkel « tritt weder in den 
(tleichungen noch in den Anfangsbedingungen auf. Die zugehörigen Bahnkurven lassen 
sich also wieder durch eine Verschiebung des oben besprochenen Rahmens auseinander 
ableiten. Die vernachlässigten (rlieder verschwinden für /= 0 und für /— », denn für 
kleine ? ist y sehr klein und x sehr groß, während für große ? das Umgekehrte gilt. 
Sie enthalten sämtlich den Faktor sin «. Es erklärt dies auf andere Weise die Möglich- 
keit, mit Hilfe des Parallelogramms die in den »Schaubildern für die 10,5 cm-Gebirgs- 
haubitze L/12« von Krupp für die 6. Ladung enthaltenen Bahnkurven auseinander ab- 
zuleiten. 

Will man wieder von den Näherungsbahnen zu den wahren Bahnen übergehen, 

| so hat man die »Störungsgleichungen« für die verschiedenen Glieder aufzustellen. 

Die Betrachtung des Ausdrucks mit sin « als Faktor führt unter Vernachlässigung 
der zweiten l’otenzen und Produkte von d«,öy und sin« und mit Rücksicht auf (B’) 
zu folgenden Gleichungen: 


p dodx Bd nr a u >. war, 

hi en (da + y 6a) -- da flw) + «f (w) —— sin « 
RS dt w w 
‘ oy' (ae) y 

, (l / Eh ae a AV: Y E 
a Y (dc + yoöx oyf(lw) + y' f (w) sın@. 
dt : w w 


Die Koeffizienten dieser Gleichungen sind wieder bekannte Funktionen der Zeit. 
h Auch hier wieder enthalten die Integrale den Faktor sin «, was aus den folgenden Sub- 
Po stitutionen evident wird: 


! or = sine Öy = ı sin. 
Dadurch erhält man die Gleichungen 
as ein Br a. ff) ,,) 
| Er r ru Us + Ba / (w) + U UL Y 
5 At w w (C") 
d dan’ f (w) 4 nr Bd SR 
y Us ty ) 7 fi w) + Y Ey 
dt w w 
\ Diese Gleichungen lassen sich ähnlich wie die früheren lösen. Die Betrachtung 
der Glieder höheren Grades in der Reihe für /(») liefert in gleicher Weise die ent- 
f sprechenden (ilieder der Integrale .r, 7y. 
ii 
h 5. $Schlufsbemerkung. Wir betrachteten den allgemeinen l'all der Bewegung 
eines in die Atmosphäre geschleuderten Körpers und gaben zwei Methoden für die Inte- 
% gration seiner Bewegungsgleichungen an, ohne die Gleichung des Hodographen einzu- 
k führen. Wir zeigten, daß sich für die Koordinaten bei geeigneter Wahl des Koordinaten- 


r ) ( £ >. 2 
‘ ı systems Reihen angeben lassen, die nach l’otenzen von sin? „ , sin? „ oder sin « fort- 


Pur ws 
- 
” 
mw 





Heft 2 Popoff, Eigenschaft der ballistischen Kurve und ihre Anwendung 105 
schreiten, und sagten, daß diese Reihen für sehr kleine /, wie sie in der Praxis benutzt 
werden, und für sehr große t gut konvergieren. Daraus folgte weiter, wenn man sich auf 
das Anfangsglied der Reihe beschränkte, daß die Bahnkurven sich mit Annäherung in der 
Form 2 = .ır (vo, f), y= y(w,t) darstellen lassen und also auseinander durch einfache 
Verschiebung eines Gelenk Parallelogramms abgeleitet werden können (Affinität der 
Bahnkurven). 

Danach drängt sich die Frage auf: (ribt es vielleicht Zentralkräfte und Wider- 
standsgesetze von der Art, daß die zugehörigen Bahnkurven mit vollkommener 
Strenge auseinander aui diese Art ab- 
geleitet werden können? 

Bekanntlich sind die Bahnkurven 
eines unter Einfluß der Schwere im te ) 
leeren Raum fallenden Körpers von v 
dieser Art. Wir fragen zunächst: Gibt FRE? 
es auch allgemeinere Zentralkräfte der / 
Art, daß die zugehörigen Bahnkurven ; " 
die obige Eigenschaft besitzen? C | . 

Um diese Frage zu beantworten, / 
wählen wir das Attraktionszentrum zum 
Nullpunkt eines Koordinatensystems. Der Ä 
Radius nach der Anfangslage des Kör- / 
pers sei die x-Achse, die y-Achse werde / 
parallel zur Richtung der Anfangsge- 
schwindigkeit gewählt. F(r,t) sei die 
Anziehungskraft, die als von der Zeit und Abb. 4 
von der Entfernung r vom Attraktions- 
zentrum abhängig vorausgesetzt werde. Die Bewegungsgleichungen sind dann (Abb. 4), 
da hier die Seiten des Kräftedreieckes sich wie r:.r:,y verhalten: 

d’x F(r,t d’y F (r, t) 


„- r .— 7 
dt- r di“ T F 


b) 








und die Anfangsbedingungen: 


U m 0, ed, y=J$, = V, y = to. 
Sollen die Integrale vom Winkel der Koordinatenachsen unabhängig sein, so muß 
| F(r, i 
die Ableitung von nach « verschwinden, also 
z 

OF(r,t A dr 

# : Fir —=(. 
#4 Jr J dıe 


Daraus folgt 
Fr, t)=rf(t), 
wc f(t) eine willkürliche Funktion der Zeit ist. Es ist dies eine wohlbekannte Tatsache. 
Ist z. B. f(t) eine positive Konstante, so erhält man die Bahnen der Planeten im Innern 
der Nebelmasse, wie sie der Hypothese von Fay entsprechen. Die Bewegung an der 
Erdoberfläche erhält man, wenn man überdies r als sehr groß betrachtet. 

Man kann diesen Gedankengang aber noch weiter verfolgen. Man nehme an, die 
Bewegung werde durch Kräfte gestört, die nur von der Geschwindigkeit abhängen, die 
also als Widerstandskräfte betrachtet werden können. Welcher Art müssen diese Kräfte 
sein, wenn die oben erwähnte Eigenschaft erhalten bleiben soll? Der Ausdruck ® (v») 
gebe die Größe dieser Kraft pro Masseneinheit an. Bei derselben Wahl des Achsen- 
systems, die schon eben benutzt wurde, erhält man die Bewegungsgleichungen 


d’x , dx D (%) d’ı \ day P iv) 
> — un f \ { ) 5) x Y / \ f ) . 
dt“ dt w di“ di U 
mit den Anfangsbedingungen 
{ —— V, I: u 0, Y — 0, re U, y U): 


i «PD (v) 
Sollen die Integrale von « unabhängig sein, so muß die Ableitung von s nach 


« verschwinden, also muß 
«db \®) ee CD 


sein. Auch diese Tatsache ist bekannt und wir können mithin zusammenfassen: 
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Die Ajiinität der Bahnkurven gilt exakt bei konstanter Gravitation und bei 
Anziehung proportional der ersten Potenz der Entfernung, wofern der Widerstand 
linear mit der (reschwindigkeit wächst. Das oben angeführte Beispiel der 10,5 cm- 
Haubitze zeigte, daß diese Eigenschaft auch praktisch erhalten bleibt unter Verhältnissen, 
für die die Annahme eines linearen Widerstandsgesetzes keinerlei brauchbare Näherung 
für den Bewegungsverlauf liefern würde. Die vorstehende Untersuchung läßt den Grund 
hierfür erkennen: Die Affinität beruht auf der Möglichkeit der hier gegebenen Entwick- 
lungen (A), (A’) bezw. (A”) und auf deren guter Konvergenz. 6 


Beiträge zur Prandtlschen Tragflügeltheorie. 
Von R. FUCHS in Berlin-Halensee. 


urch die neue Tragilügeltheorie, wie sie ’randtl und seine Mitarbeiter!) begründet 

haben, sind mit großem Erfolg d’e grundlegenden Fragen über die Luftkräfte in 

Angriif genommen und auch der numerischen Rechnung zugänglich gemacht wor- 
den. Im folgenden werden einige mathematische Vereinfachungen’) beigetragen, die auch 
geeignet erscheinen, die numerischen Berechnungen einfacher zu gestalten. Insbesondere 
wird für den sogenannten induzierten Widerstand ein Ausdruck entwickelt, der es ge- 
stattet, den Unterschied dieses Widerstandes bei beliebiger Auftriebsverteilung gegenüber 
seinem kleinsten Wert bei elliptischer Verteilung zu beurteilen. 


1. Das ebene Problem. Die Tragflügeltheorie von Kutta-Joukowski behan- 
delt das sogenannte zweidimensionale l’roblem. Sie nimmt einen zylindrischen Flügel an, 
der sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstreckt, oder praktisch gesprochen, eine 
Stelle des Flügels, die sehr weit von den Enden entiernt ist. Legt man die z2-Achse 
eines IKoordinatensystems in die Richtung der Erzeugenden des Zylinders und denkt sich 
die Strömung der Luft zur z-Achse senkrecht, so hat man in der Richtung der z2-Achse 
weder eine Geschwindigkeitskomponente, noch ein Druckgefälle und erhält ein Abbild des 
Strömungsvorganges für ein beliebiges z, wenn man die Strömung in der &-y Ebene be- 
trachtet. Um diese Strömung mathematisch zu erfassen, bedient man sich mit Vorteil der 
Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Bedeutet z=x-+yt, wobei ja 
jetzt eine Verwechslung mit der dritten Raumkoordinate ausgeschlossen ist, und / (z} eine 


Funktion von z, so stellt /(z) eine mögliche Flüssigkeitsstiömung dar; ist nämlich 
fe) = pla,y) + iW (a,y), so gibt w (x,y) = konst. eine Stromlinienschar und @ (&,y) = Konst. 


die zugehörige Schar von Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials. Um die Strömung, 
die zu einem gegebenen Querschnitt unseres Zylinders, zu einem gegebenen »Flügel- 
profil« gehört, zu erhalten, hat man die Funktion f(z) so einzurichten, daß das gegebene 
Proiil in einer Stromlinie liegt. Zu dieser Frage, die heute ihrer Lösung schon recht 


nahe gebracht worden ist, liegt eine umfangreiche Literatur vor’). Bei der so erhal- 

tenen Potentialströmung sind die Komponenten der Geschwindigkeit im Punkte (x, y): 
c)« cd)ıa cd dv . 2 

ve — m va. a . Man nennt auch «= f(z) das komplexe Potential und 
m, Oy Oy re 

dw 


= v, — iv, den komplexen Wert der Geschwindigkeit, 
dz 


Soll die das Prctil umiiießende Strömung einen Auftrieb ergeber, so kann f (2) 


keine eindeutige Funktion sein, weil die sogenannte Zirkulation D-(v.ds, wo (€ eine 


das Profil umschlingende geschlossene Kurve bedeutet, von Null verschieden sein 
muß. Nach Joukowski bestimmt sich der Wert der Zirkulation, der an sich noch 


— ' 

I, Prandt!, Traeflüzeltheorie I. und II. Mitteilung, Nachrichten Ges. Wiss. Göttingen, math.- 
phys. Kl. 1918 und 1919: Betz, Schraubenpropeller mit ceerinzstem Energteverlust, ebenda 1919: 
Betz. Beiträre zur Tragtlüzeltheorie, Dissertation, Göttingen 1919; Berichte und Abh. der wiss. Ges. 
tür Luftfahrt 1920: Munk. Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges, Dissertation, Göt- 
tinzen 1916 N 


> 


2) Es sei dabei auf eine Arbeit von A. Trefftz hingewiesen (Mathem Annalen, Bd. 82, 1921, 
S. 306-319). die ähnliche Zwecke in anderer Weise verfolgt. 

3) Die Lösung dieser Frage und die hierhergehörige literatur findet man In «den Aufsätzen von 
v. Mises, Zeitschrift für Flugteehnik un« Motorlaftschiffahrt 1917, S. 157; 1920, S. 68, 87. 
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beliebig ist, dadurch, daß an der stets scharien Hinterkante des l’rofils die Geschwindig- 
keit nicht unendlich groß werden darti, sondern daß daselbst glatter Abfluß der Strömung 
erfolgen muß. Der Auttrieb für die Längeneinheit der Breite des Flügels ergibt sich 
dann in der Form A=o[!'v, wenn e die Luitdichte und » die Geschwindigkeit der Luit 
gegen den Flügel in großer Entfernung von der Tragfläche bedeutet. Für die ebene 
Tragfläche, d.h. für einen schmalen, symmetrisch gebildeten, vorn abgerundeten, hinten 
spitz zulaufenden Spalt als Profil findet man für = rtvsin «, wenn ? die Flügeltiefe, 
also die Länge des Spaltes, und « der Anstellwinkel, d. h. der Winkel, unter dem die 
Strömung gegen den Spalt gerichtet ist, bedeutet. Andere Profile lassen sich mit der- 
selben Formel behandeln, wenn man ? durch einen geeigneten, der Tiefe proportionalen 
und praktisch von ihr nicht sehr verschiedenen Wert ersetzt und «@ von dem Werte zu 
zählen anfängt, bei dem der Auftrieb den Wert \ull hat. Die Nichteindeutigkeit des 
Potentials kann physikalisch so gedeutet werden, daß man sich durch das Innere des 
Tragflügelzylinders einen Wirbeliaden gelegt denkt, wobei ja der Außenraum, also der 
Flüssigkeitsraum, noch immer wirbelfrei, die Strömung also noch immer eine l’otential- 
strömung bleibt. 

Da die von der Flüssigkeit auf den Flügel ausgeübte Krait bei der zweidiimensio- 
nalen Strömung auf der R’chtung von v senkrecht steht, so bekommt man dabei zwar 
schon eine recht befriedigende Auftriebstheorie, aber noch keine Möglichkeit einer Erklä- 
rung des Widerstandes. Eine solche wird erst möglich, wenn wir uns der neuen Prandtl- 
schen Theorie des endlichen T'ragflügels zuwenden. 


2. Die Wirbeiverteilung beim räumlichen Problem. im Hinblick auf das 
Folgende ist es zweckmäßig, jetzt das Koordinatensystem anders zu wählen. Der An- 
fangspunkt liege in der \litte des Flügels von endlicher Breite, die © Achse in Richtung 
der Flügelbreite, die z-Achse in Richtung der Strömung (positiv in Richtung nach hinten), 
die y-Achse zu beiden senkrecht (positiv in Richtung nach oben). Der Tragflügel er- 


. oe b „. b mv 
strecke sich über 2 = — - bs@=+ ‚. Wenn wir auch jetzt noch die Vorstellung des 


den Flügel durchsetzenden Wirbelfadens festhalten, so dürfen wir nicht annehmen, daß dieser 
Faden, den wir mit Prandtl den gebundenen Wirbelfaden nennen wollen, an den 
Flügelenden aufhört, da ja nach den Helmholtzschen Sätzen der klassischen Hydrodyna- 
mik ein Wirbelfaden entweder geschlossen sein oder aber sich nach beiden Seiten ins Un- 
endliche erstrecken muß. Wir kommen so zu der Vorstellung, daß sich der gebundene Wirbel 
in den Flüssigkeitsraum hinein als freier Wirbel fortsetz. Wir machen mit Prandtl 
die vereinfachende Annahme, daß die von dem Wirbel hervorgerufene Geschwindigkeit 
gegenüber der der Hauptströmung v unendlich klein ist. Dann wird ein freier Wirbel, 
nachdem er den Flügel verlassen hat, sogleich vom Flüssigkeitsstrom ergriffen und senk- 
recht zum Flügel nach hinten, im wesentlichen in der Richtung von », fortgetragen. Die 
einfachste Vorstellung wäre jetzt die, daß der gebundene Wirbel ein einfacher Wirbel- 
faden ist, dessen Zirkulation über die ganze Tragflügelbreite konstant bleibt, und daß sich 
von den beiden Flügelenden ein ireies geradliniges Wirbelpaar von gleich großer und 
entgegengesetzter Zirkulationsstärke in die Flüssigkeit hinein erstreckt. Diese Vorstellung 
eines Hufeisenwirbels reicht in der Tat für manche Zwecke aus '); will man aber zu einer 
brauchbaren Theorie für den Flügel selbst gelangen, so muß man annehmen, daß der ge- 
bundene Wirbel aus einem Bündel paralleler, geradliniger Wirbelfäden besteht, von denen 
jeder an zwei symmetrischen Stellen des l'lügels endet und von dort aus ein freies Wirbel- 
paar in die Flüssigkeit sendet, so daß nun von allen !’unkten der Tragflügelhinterkante 
freie Wirbel in die Flüssigkeit hinausgehen. Wir haben dann die Vorstellung eines vom 
Tragflügel nach hinten gehenden Wirbelbandes, das aus lauter parallelen, in der Rich- 
tung der z-Achse verlaufenden Fäden besteht. Die Zirkulation des gebundenen Wirbel- 
systems wird nun eine stetige Funktion von x, die, wie sich zeigt, für r— + : verschwin- 


\ ‚ a al u ) 
den muß. Aendert sich /'(x) längs dx um E dx, so muß die Zirkulation aller von dx 
2 


. . al . 4 _ . . 
ausgehenden freien Wirbel — dx sein, da sich das Kurvenintegral / beim Verschie- 


L 


ben der den Flügel umschlingenden Kurve € sich nur so ändern kann, daß Wirbelfäden 


I) Vergl. Betz, Die gegenseitige Beeinflussung zweier Tragflächen, Zeitschrift für Flugtechnik 
un« Motorluftschiffahrt 1914, S, 253. 
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geschnitten werden, deren Gesamtzirkulation der Veränderung von /’ entgegengesetzt 
gleich ist. Bei dem hier gegebenen Bilde mit dem gebundenen Wirbelsystem und dem 
von ihm ausgehenden Wirbelbande wird die Tragiläche als ein Gebilde angesehen, dessen 
Querabmessungen im Vergleich zur Breite nur klein sind. Ein solches Gebilde wollen 
wir mit Prandtl einen tragenden l"aden nennen. 


3. Ansatz für die Geschwindigkeit. Der tragende Faden und das freie Wirbel- 
band geben in der Flüssigkeit ein Geschwindigkeitsfeld, das, analog dem Biot-Savart- 
schen Gesetze über das Magnetfeld in der Umgebung eines stromdurchbilossenen Leiters, 
gefunden wird. Es zeigt sicb, daß am Flügel selbst das Feld des gebundenen Wirbels 
gleich Null ist, daß aber das Band der freien Wirbel daselbst einen Vektor hervorruft, 
der die Richtung der negativen y-Achse hat und an der Stelle x') die Größe 


+ h/2 
ı faTE ag Ä 
vo \L) — 1 a a a 
REF - BEE 
= 
Das Wirbelband besteht aus geradlinigen Wirbeln, die sich von z=0 bs =» 


erstrecken; für das Folgende ist es aber zweckmäßig’), sich das Wirbelband auch nach 
der negativen Seite der zAchse von z=0 bis 


- nn m — 


F | ERER _ . z=— » hin fortgesetzt zu denken. Die Wirkung 
En En En 2 72 7a 07a 7a dieses doppelt unendlichen Bandes ist dann, wie 
Ss © ee 8 ©, © © © sich aus Symmetriegründen ergibt, am Orte des 

” Yon N wi ne ——, ER e F . . . 
a TE _-___ . Flügels genau doppelt so groß wie die des ein- 
_ — EEE EN fachen und an jeder Stelle des Bandes die gleiche. 


Abb, 3 Das Wirbelband selbst kann, wie es Abb. 1 
schematisch darstellt, durch eine Unstetigkeits- 
fläche der Geschwindigkeit ersetzt werden. Da die Zirkulation für die Breite dx der 


N 11" ) ’ u 
Fläche den Wert = dx hatte, so muß also die Geschwindigkeit unterhalb der 
ax 
al ei . . al a .. 
x Achse den Wert la u über ihr aber den Wert + !/s haben. Eine Strömung, 
x Ax 


die gerade diese Unstetigkeitsfläche besitzt, ist die, deren komplexer Geschwindigkeitswert 
al’). x > 2 2 y r j x P 
» ist, wobei wieder z= x + yi gesetzt ist Der Vorgang ist ja jetzt wieder an 


jeder Stelle der räumlichen z Achse der gleiche, braucht also nur in der (x y)-Ebene be- 
trachtet zu werden, so daß bei dieser Bezeichnung eine Verwechslung mit der z-Koor- 
dinate ausgeschlossen ist. /'(z) ist eine zweiwertige Funktion von z, die beim Ueber- 


® u . } b y . 
schreiten der Strecke y = 0, Ei das Vorzeichen wechselt. 
% ‘) “ 


Das Geschwindigkeitsield, welches das Wirbelband um sich verbreitet, ist das einer 


aa j gr h b . { ” N \ 
Strömung, die für y=0, — . <x@<+ „, den Geschwindigkeitswert 2vı(®), Gl. (1), 


| 


in Richtung der negativen Achse hat. Der komplexe Wert der Geschwindigkeit dieser 


Strömung ist 
, 1 arıc) al 
87I ds —. 


{ 


. . b b . A . Y 
wenn (C eine die Strecke < 2 <-+- „y=0,umschlingendeKurve bedeutet. Die (se- 
+) +) ‘ 


samtströmung also, die das Wirbelband ersetzt und von dem Wirbelband hervorgerufen 
wird, hat danach den komplexen Wert: 
dz 


2 
Dy (z) = J 2 


Genau genommen wäre der Nr. | entsprechend das Spiegelbild dieses Vektors über 
der x-Achse als komplexer Wert der Geschwindigkeit zu nehmen. Während /(z) eine 
zweiwertige Funktion von z ist, muß ,(z) zu beiden Seiten des Verzweigungsschnittes 


7 


denselben Wert besitzen: es liegt in der Natur der Sache, wenn wir vı(2) als eine in der 


I a a ie 


I, Prandtl. Tragflügeltheorie, a. a. ©. 8. 19. 
3) Mit Mank. Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges, Disseitation, Göttingen 


1019, Nr. 6. 
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ganzen Ebene eindeutige und stetige Funktion von z ansehen. Für /(z) machen wir 
den Ansatz 


a)=Yıi (ya. TR 


wo nunmehr auch a (z) als in der ganzen Ebene eindeutig und stetig angesehen wird. 
Praktisch wird man ja a (z), für jede beliebige stetige Zirkulationsverteilung, beliebig genau 
sogar durch eine ganze rationale Funktion annähern können. 

Nach dem II. Cauchyschen Satz der Funktionentheorie gilt für die eindeutige 
Funktion ®,(z) die Gleichung 


also nach (3): 
, 1 BI) dc 1 "vg 9: 
vı (2) = [ — - + | - ds DE 6 RER 
sr B.I.H 


Der Vergleich mit (2) zeigt, daß das zweite Integral verschwinden muß. Man kann 
die Kurve C dieses zweiten Integrals durch einen unendlich großen Kreis K mit = 0 


als Mittelpunkt ersetzen, da zwischen (/ und K », (z) eindeutig und stetig ist, und erkennt 
daraus, daß v; (z) im Unendlichen verschwinden muß und zwar offenbar mindestens von 
 . 


, ‚ dl) 2: 
zweiter Ordnung, da ja u, (z2) und also auch », (z) gerade Funktionen von sind 
z b 


Es stellt also v,(z) eine Strömung dar, bei der die Flüssigkeit im Unend- 
lichen rubt. 


4. Zusammenhang von Zirkulations- und Geschwindigkeits-Verteilung. 
Daraus ergibt sich die Möglichkeit, in einfacher Weise v, (2) zu berechnen, wenn /'(z) 
gegeben ist, und umgekehrt. Wenn », (z) im Unendlichen mindestens von zweiter Ord- 
nung verschwindet, muß das komplexe Potential dieser Strömung 


w \2) - [v. (z) dz='!"h I(z2‘ — 2i lvı UT (7) 


“ 


daselbst mindestens von erster Ordnung verschwinden, wenn die Integrationskonstante 
geeignet gewählt wird. Machen wir den Ansatz: 


ww 5) 


I'(z) = y: (=) (a Ha; | ur \ +... 41 v (@)—=e + 0% (5) Ps. 


wobei man, wie schon gesagt, in der Praxis an Stelle der unendlichen Reihen immer 


)m 


ganze Funktionen setzen kann, so erkennt man, wenn man nach Potenzen von ° ent- 


) 


wickelt, aus dem Verschwinden aller Glieder mit negativem Exponenten in (7), wenn 
man noch 


T. [P) 
V-m re 25:0, DM Zerl!. . . 22.) 
0 ) () 
einführt: 
/ Di = . b»; *) 
2dbey, = (2A+1) Fessası +: a = 2b X ds, ih RL, 5 (EEE, 
i—=(0 i=0 2i+24+1 
dl’) PR‘ : . . 
Man kann aber auch ‚„_., wenn vı (2) gegeben ist, durch ein Integral, das die 
2 


Umkehrung von (2) darstellt, berechnen. Für die eindeutige und stetige Funktion 


d I'(z) / p- 2 - . . . “ 
5 V l — | ) erhält man nämlich wiederum nach dem Cauchyschen Satz: 


al: 2,\? 1 al“d) 2.1? aL 
d: Y:-(7) ö | ac Y: 5% 4 2’ 


{ 


ersetzt man wieder zuerst C durch den unendlich großen Kreis A, läßt auf ihm 4iv, (Ü) 


1,“ 


, amc a y . aa 
an die Stelle von - treten und kehrt dann wieder zur Kurve C zurück, so erhält man: 


dd 


dal‘) y/ 221? ,£ x 2612 a 
ei I 
dz | b » EINE ! | 5 Bin 


f 














— 
— —— en 


12 
KH 
. 
ii 
t 
'® 
2 u 
i 
{ 
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oder auch: 


1 I) 2 r\? 4 BR (2x2\? d: 
u TFT 


Diese Formel hat zuerst Betz‘) mit Hilfe eines Abbildungsverfahrens hergeleitet. 


Ein besonders einfaches Beispiel unseres Strömungsvorganges erhält man mit a (2)= 
gleich einer Konstanten. Diesem Fall entspricht also eine elliptische Verteilung der Zir- 
kulation über die Tragflügelbreite, wobei a, = /„ die Zirkulation in der Mitte bedeutet. 


r . in 
») ebenfalls als Konstante gleich a Der komplexe Wert der 


Aus (10) ergibt sich », 


Geschwindigkeit und das komplexe Potential: 


Tui R er b\? 
1 / Ad | -— 11 ve) — \-( ) -s|- - 19) 
) V (=) hr b 2 


geben hier das Strömungsbild einer Platte von der Breite 5, die senkrecht zu ihrer Fläche 


mit der Geschwindigkeit m durch die Flüssigkeit fortbewegt wird. 

5. Der induzierte Widerstand. Die Theorie der Tragfläche von endlicher Breite 
liefert neben dem Auftrieb auch einen Widerstand. Nach der allgemeinen neuen l’randtl- 
schen Theorie‘) steht die Luftkraft auch jetzt noch auf der Ebene senkrecht, die von 
einem Tragflügelelement und der Richtung, in der der abgelenkte Luftstrom das Ele- 
ment trifit, gebildet wird. Zerlegt man diese Kraft in die Komponenten senkrecht zur 
Richtung der Hauptströmung v» (Auftrieb) und in Richtung dieser Strömung (Widerstand), 
so ergibt sich, wenn wieder v, klein gegen » angenommen wird, für den Auftrieb: 

h 


dA= 0 vl (» dx, a=au|Tcr d.r ° ° ä . R i R ö 13) 
9 h 


und den Widerstand’ 


® 


. -< 
z y " A . . £ 
dV= ovl 0) — A w=e [Fan ge) da. ae Re 
h 
> 


Dieser Widerstand, der nur ein T'eil des Gesamtwiderstandes ') ist, wird von Prandtl 
und seinen Mitarbeitern induzierter Widerstand genannt ' 

Bewegt sich der Flügel um die Strecke / vorwärts, so wird dabei gegen den in- 
duzierten Widerstand die Arbeit WI geleistet. Diese Arbeit muß mit der kinetischen 
Energie übereinstimmen, die in diesem Bereich zwischen zwei Ebenen senkrecht zur Rich- 
tung v» am Amfang und am Ende des Weges / infolge der Strömung um das Wirbelband 
in der Flüssigkeit zurückbleibt’). Ist p das reelle Potential dieser Strömung, so ist die kine- 
tische Energie nach den Ergebnissen der Hydrodynamik'): 


BR ol c) a 
= - fr "ds . . 0% . s . . . . (15), 
= In 


{ 


wo C wieder eine den Flügel bezw. das Wirbelband unendlich nahe umschlingende 
Kurve, ds ein Element dieser Kurve und » die nach dem Innern des Flügels gerichtete 


en 
Normale bedeutet. Am Flügel selbst ist aber nach (3) g = 'h I(«), Fa 2 vı, also: 
en 


Ih Betz. Dissertation, S. 8. 

2) Tragfiüzeltheorie, I. Mitteilung, S. 11, @l. (5). 
3) Ebenda S. 19, Gl. (16). 
4 


der nur von der Profilform. nicht aber von «er geometrischen Form 


) Der noch übrige Teil, 
(Seitenverhältnis) des Flüzels abhängt. wird Profilwiderstand genannt. 

5) Vergl. Betz. Einführung in die Theorie der Fiugzeug-Tragflügel (Die Naturwissenschaften, 
Heft 38 und 39); Schraubenpropeller mit geringzstem FTinergieverlust (Nachrichten Ges. Wiss, Göttingen. 


math.-physik. Kl. 1919). 


6) Siehez B. Lamb, Hy«drodynamik, Leipzig 1907, S. 56; vergl. auch A. Trefftz, a.a.0.S.317. 
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J 


je 
9 


T= ol I (x ®| 2e)dıac = v1. 


h 


+) 


Wir wollen nun zwei Strömungen betrachten, die zu zwei verschiedenen Zirku- 
lationsverteilungen gehören, und bezeichnen sie durch die Indices (1) und (2); so erhält 
man infolge des Greenschen Satzes: 


er (2) { dd (1) 
fs ) IT — ho 2) _ I ds 
(ıın () n 


w 
1 { 


oder also: 2 EP. 
2 2 
jrm® de) dr — Ir®(« m. 7° 7 2? 1 
N h 
-, - 
Betrachten wir nun diejenige Strömung, die zu der Verteilung /,— /W(&) — I (x 
gehört, so wird ihr induzierter Widerstand nach (16): 
2 } 
+ | 
I > 


- _ 


Wı=0 Kan — 2) (v1!) u) de = WW WI) — 20 [rw VD dx. 


b / 


.) ) 


Wählen wir nun als Strömung (1) diejenige, die der elliptischen Verteilung ent- 


a : . ‚ I 
spricht und von der am Ende von 4. die Rede war, so wird v, konstant gleich ”, und 
on 


_ 


wir erhalten, wenn der Auftrieb beider Strömungen derselbe 


I, } 


ev [IW dx = ev ne dx A 


’) +) 


we / 
1st, + 


v,(1) . va \ av l i 
— A, I LACLUDE Ze — 4—-2WU, 
h 


1 


” 


und somit w® — WU) + W. 


Da eine kinetische Energie aber immer wesentlich positiv ist, so folgt hieraus, daß 
von allen Tragflächen bei gleichem Auftrieb und gleicher Flugzeug- 
geschwindigkeit diejenige den kleinsten Widerstand hat, bei der die Zir- 
kulationsverteilung eine elliptische ist. Dieses Resultat, das die fundamentale 
Bedeutung der elliptischen Verteilung für die Tragflügeltheorie erkennen läßt, ist zuerst 
von Munk') ausgesprochen worden. Aus der hier gegebenen Herleitung folgt zugleich 
die Größe dieses Unterschiedes. 


6. Erstes Beispiel. Es mögen hier noch einige Beispiele angegeben werden. Zu- 
erst der Fall, bei welchem «a(x) und also auch v, (x) eine «uadratische Funktion von & 
ist. Wir setzen als» entsprechend (Ss) und (10): 


w 2zı2[ „) 22\?] h 1 ‚2 Ir\? 
12 — | 1 — | ) 1. al - , 99 — / - 'ka+dsa ( -) 
b = m b J 9b rm h, 


und vergleichen diesen Ansatz mit der elliptischen Verteilung 
(1) (MD. / 22\° nr‘ 
d ! \ | NE 


m e 2b 


I) Dissertation, Nr. 1; vergl. auch Prandtl, I. Mitteilung Nr. 15, und Trefftz, a.a. 0.85. 


nn en en 


men. 
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. . r D . . > . A ax 
Winkels von seinem Werte in der Mitte wird sich ein Fehler = —=e(z) ergeben, den 
a m 
den man leicht durch eine Parabel approximieren kann. Wir ersetzen nun 
Er . \ e(iT) 
I'(z2) durch /(x) | ı + 
ı Lt 
l + 
2 b 


den verbesserten Wert für kann man dann leicht ausrechnen und findet, daß dieser 


Oy\ 
Wert schon bei der ersten Näherung bis x = 0,95 hin praktisch konstant bleibt. Die 
9) 


I-Werte aber, die man bei dieser Korrektur zu den ersten drei Näherungen bekommt, 
unterscheiden sich so gut wie gar nicht mehr. 
Zur Erlangung der /-Werte reicht man also 
praktisch mit der ersten Näherung und dem an- IM 
gegebenen Korrekturverfahren vollständig aus. 
Für viele Fragen aber wird, bei der Kleinheit 














ee er u 2 








| 

















ö verhältnis r '/io bei I, '/& bui II. 


der Unterschiede, die erste Näherung auch schon ohne Korrektur genügen. 























Es ist 7, = taea)—= _°°’“ , Für c, findet man mit der Korrektur bei '/ıo 
ER 
den Weıt 0,779, bei '/; den Wert 0,824. Weiter wird 
dA=ovlde= BEI 4 dx 
2 b In 
2 -o 
wen pe 2, | Setzt man also in der 
4 jetzt üblichen Weise A 
/ac„@v”bt, so erhält man, 
wenn man sich noch durch 
2. Einführung von $ = — von 
ar dem zufälligen Werte von b 
freimacht: 
1 dca 32x 1 % 
0 02 7 7 28 ME: E er Dr 
> 


‚T 


In Abb. 4 ist diese Vertei- 
Verteilung des Beiwertes des induzierten Widerstandes beim recht- lung des Auftriebsbeiwertes 


Abb. 6 


t 
ınki » Ion 1 in SQ oita ‚ito r H io l/ 33 . .. t t 
eckigen Flügel über die Spannweite. Seitenverhältnis » 1o bei wiederfür \ — !/,, und : —=1/. 


I, !/s bei IL. 





y L_ i 
d oO I % 10:5 
Abb. 4 Abb. 5 
Verteilung des Auftriebsbeiwertes beim rechteckigen Flügel über Verringerung des Anstellwinkels durch das 
gen 2 n t Wirbelband beim rechteckigem Flügel. Seiten- 
die Spannweite Seitenverhältnis ıo bei I, '/& bei II. ; 





FERN INTER 
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_ 


. es zn t V a 
angegeben. Durch Integration erhält man daraus für — 1/05 Ca= 0,088 nit und für 
b 1 
/ Mn a ’ A : zn 2 
a a 0,0794 Ti Beim unendlich breiten Flügel ist der Wert c, = | a 
) 57.3° 
a! r 8 . . Lt 
0,11 j0' wovon der c. Wert bei u ie SO vH, bei - !/;s aber 72 vH ausmacht. Abb. 5 
’ > 


gibt für dieselben Seitenverhältnisse die Verringerung des Anstellwinkels durch das 
Wirbelband und Abb. 6 endlich den Beiwert des induzierten Widerstandes Setzt man 
den induzierten Widerstand gleich C.;'/aov?bt, so findet man: 


1 d Cuwi —{ L ) 1 di 2 b | 
z —— | 
(a!) da: t 180° 5» 4? A I Fi 


+ Co + (0 
TT t 7t t 


In der folgenden Zahlentafel sind für das Längenverhältnis '/,o und !/; die ver- 
schiedenen, nach den vorstehenden Formeln berechneten Werte zusammengestellt. 
Zahlentafel zum zweiten Beispiel. 





Jir 


() 0.2 ().4 0.6 0.8 (),9 0) 95 0,95 | 


| 0,995 | 0,976 0933, 0,835 | 0,710 | 0,586 | 0,421 0 
Em 
de 
10° 1,58 1 85 1,77 1.55 1,0% 3,46 2,86 2,05 0 
/ | a’ de 
b 10 | 
ev / PR PR 
0.109! 0.113 | 0,130: 0.169 | 0253 | 0,3731 0,478 | 0624 | 
. 
lc, 
| = 10% 0,930 | 0.960 | 1,081 1,34 1,814 | 2,22 2,38 2.24 V 
ar) * d - 
I’ 5 aM . Do 
| 0.990 0.962 0,910 0.788 V,660 0,924 V,3/0 0 
I m 
| de E Re 
10? 1.51 1,47 1.35 4.11 ,56 2,98 2,36 1,67 0 
t | ad dE 
6 6 1 vı | 
0.177 0,186 | 0.209: 0,252 0.352: 0,457. 0,569 . 0,696 | 
( (0) 5 
wer 
10! | 40 1.451 ‚584 38215438 2.38 2.36 2,05 0 
a) de 
Durch Integration findet man bei — '/jo eine Abweichung von etwa 10 vH, bei 
{ 
m !/s von etwa 5 vH vom Minimum des induzierten Widerstandes. Im Bereiche der 
> 
praktisch vorkommenden Seitenverhältnisse kann die für elliptische Verteilung geltende 
.. Ca dt j i ni Mn f 
Prandtlsche Formel c„; = ‚ beim rechteckigen Flügel näherungsweise durch 
# D 
Cn9 n 
Ai 0,96 0,014) 
TI b 


ersetzt werden. 2 


Der Wärmeaustausch zwischen festen Körpern und 


Flüssigkeiten mit kleiner Reibung und kieiner Wärmeleitung. 
Von E. POHLHAUSEN in Warnemünde. 


n einer strömenden Flüssigkeit sind Wärmeleitung und Wärmekonvektion Vorgänge, 
die mit der inneren Reibung (oder Impulsleitung) und mit der Impulskonvektion große 
Aehnlichkeit besitzen. Mathematisch findet dies seinen Ausdruck in dem gleichartigen 
Bau der Differentialgleichungen, die einerseits für die Temperatur und anderseits für den 
Geschwindigkeitsvektor in der Flüssigkeit bestehen. Man kann daraus auf eine Beziehung 


g% 





also: 


und 


Flügelbreite.. In Abb. 2 sind im 
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Haben beide denselben Gesamtauftrieb, so ergibt sich / „VD — T',®2 + " , Wir setzen 
4 
TI (1 6) /7,W, d.h. a—=46T',), dann wird 
‚ , Y \ ‚ 22 ,° u 2x 2] 30 r 9r\2 
l—iN DOT N ( | I’ u (2 (m) | ee 
Ä b & (,)) ” e Tiak, 5 ‘ b 


Wir erhalten also: 
b , 07 \ a ‚(9 , 07 ' 9 
A 5 ovl „), w\ — 7,2, W-WWL M-!"T,W(1+3 0°). 
8 


Pa 


Da nach (13) die Auftriebsverteilung dA= ov/ (x) dx der Zirkulationsverteilung 


proportional ist, gibt die Zirkulation zugleich ein Bild der Auftriebsverteilung über die 


Bereiche — !/y <d<N/, einige Auftriebsverteilungen 
gezeichnet, wobei ovJ',), d. h. der Aujftrieb 
in der Mitte bei der elliptischen Verteilung 
gleich Eins gesetzt ist. Den Fällen dieser Ab- 
bildung entsprechend sind in Abb. 3 die Winkel 


"" um die der Anstellwinkel des Flügels 


u’ 
gegen die Hauptströmung v® durch das Feld 
des Wirbelbandes heruntergesetzt wird, ein- 


. Fu [} . .. 
getragen, wobei ‚d. h. die Winkelände- 


2bv 


























Ahb. 2 Abb. 3 


Verringerung des Anstellwinkels dureh das 
I elliptische Ver Wirbelband. entsprechend den Auftriebsver- 
teilung (in der Mitte gleich 1 gesetzt). II Auftrieb teilungen der Abb. 2. Für die elliptische Ver- 
in der Mitte konstant III und IV Auftrieb in teilung (I) ist dieser Winkel gleich 1° ange 
der Mitte verringert. V, VI und VII Auftrieb 
Mitte erhöht: bei VII Abtrieb an den 


Flürelenden. 


Auftriebsverteilunzen über die Flüge’ spannweite 


bei zeleichem Gesamtauftrieb. 


nommen, 


in der 


rung in der Mitte bei der elliptischen Verteilung gleich Eins gesetzt ist. Wenn Ö sehr 
klein ist, wie es wohl meist der Fall sein wird, ist auch die Abweichung des induzierten 


. . . ' T 1) v [7 . a} . 
Widerstandes vom Minimum, v 0° 7,,®, nur sehr gering. Es ist aber wohl denkbar, 
8 
daß der Auftrieb in der \litte gegenüber der elliptischen Verteilung nicht unerheblich 
abweicht (man denke etwa an eine Herabsetzung durch einen Kühler oder eine Herauf- 


setzung des Auftriebs durch den Propeller in der Mitte); dann könnte auch der indu- 
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zierte Widerstand erheblich von seinem Minimum abweichen. In den extremsten der ge- 
zeichneten Fälle IV und VII, ö— #'/,, würde diese Abweichung 75 vH betragen 


7. Als zweites Beispiel werde die Aufgabe behandelt, die Auftriebsverteilung für 
einen rechteckig umrandeten Flügel von überall gleichem Profil und Anstellwinkel zu 
suchen. Eine Lösung dieser Aufgabe hat Betz in seiner schon erwähnten Dissertation 
eegeben. Da die Ergebnisse aber dort durch eine rechnerisch recht mihsame Methode 
(Reihen mit 25 Gliedern) gefunden sind, erscheint eine Lösung mit wesentlich einfacheren 
Hilfsmitteln nicht überflüssig. 

Bezeichnet «,; den wirksamen Anstellwinkel des Flügels, d.h. den Winkel, der sich 


aus dem Winkel « gegen die Hauptströmung durch Verkleinerung um | ergibt, so daß 


Pan: et De vı\d . r 
/ (X) tvn A\a)= {vn (« RD nd. ist, so wird 
» 
/'(x) v (a2 
& + 
A: N 


Unsere Aufgabe besteht also darin, /‘(«) so einzurichten, daß bei konstantem / in 


2 b “ 
dem Bereiche — _ <ıx<+ — auch « eine Konstante wird. 


- - 


Wir setzen zur Lösung dieser Aufgabe in erster Näherung: 


i ‘ 22\21 2Xc\° 7,0 a 22,?° 
rw. — ft | ni 114 a | ) | u,d(x) = 1—. +34”) 
b b J Ih j > b, 


Wird der Wert von «, für 2=0 mit «&") bezeichnet, so folgt aus / „tur u," 
‚> 


Vı-@&Jlıre@y]+2:[-2+30@)] 


a, b 2 BL 2 
Um diese Funktion in dem gegebenen Intervall möglichst einer Konstanten anzu 
.. . . a ._. . . rm 
passen, wählen wir a so, daß die zu ( gehörige Kurve bei r— 0 an ihre Tangente 
a n, 


eine Berührung vierter Ordnung hat. Man findet dabei: 


dl /2 
€: 
) 
2 h 
Der in der Praxis vorkommende Bereich des Seitenverhältnisses ist etwa 
[3 
Sn, 1 F } R zer f >. ’ 
_— € . Bestimmt man die «Kurve für — - und so findet man, dab 
Ta Dr » 10 : ’ 


schon bei dieser Näherung der Änstellwinkel über mehr als die Hälfte des Flügels kon 
stant bleibt — bei x = 0,6 = beträgt die Abweichung erst etwa 2'/; vH —; ein wesent 


licher Abiall zeigt sich erst am Ende. Erheblich weiter führen dann die Näherungen: 


19 — 1, ' - (#2): 4 a: ( 


I — I‘, | gr (2° \: A: (=) + | . ) + as ( —) 


usw., bei denen man die Berührungen der «-Kurve an die Tangente bei 2 — 0 bis zur 
6., 8. usw. Ordnung treiben kann. Man findet bei der dritten Näherung eine praktisch 


22Y\° 2 E\* I 
+ 4 ( | 
b ) h / ’ 


] 


in 


: 22 : ! ; 1: : » 
ausreichende Konstanz für « bis x —= 0,9 = während der Winkel im letzten Zehntel der 
Flügelbreite immer noch um 75 vH abfällt. 


Viel schneller aber kommt man durch das folgende Korrekturverfahren zum Ziel: 


> . . ’ .. Ton 2x Ä r . 
Wir setzen bei irgend einer Näherung v; (x) - es (® t c( ) I .)- Nennen wir 
uU ) 
PN Pr 2 m\m m dt = ‚ 2 
a") den Wert von « für 2 = 0, so wird IF für die Abweichung des 
a) 2 ) 
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a " a— a\m 
Winkels von seinem Werte in der Mitte wird sich ein Fehler u = (x) ergeben, den 
Aay\M 
den man leicht durch eine Parabel approximieren kann. Wir ersetzen nun 


en 
» 


I(z) durch /‘x) | ı + 


.. ‘ı . . . 
den verbesserten Wert für — kann man dann leicht ausrechnen und findet, daß dieser 


Ay\ 
fi Wert schon bei der ersten Näherung bis 2 = 0,95 — hin praktisch konstant bleibt. Die 
[-Werte aber, die man bei dieser Korrektur zu den ersten drei Näherungen bekommt, 


unterscheiden sich so gut wie gar nicht mehr. 
Zur Erlangung der /-Werte reicht man also 

















Ii praktisch mit der ersten Näherung und dem an- fr ER ae rl e 
17 gegebenen Korrekturverfahren vollständig aus. | 
Für viele Fragen aber wird, bei der Kleinheit N 
La | | 

' ER u ee | 
EV | 

1 

| 




















PD } - g 10 € GE 
Abb. 4 Abb. 5 
Verteilung des Auftriebsbeiwertes beim rechteckigen Flügel über Verringerung des Anstellwinkels durch das 
h I a h i Wirbelband beim rechteckigem Flügel. Seiten- 
die Spannweite. Seitenverhältnis io bei I, ‘/& bei II. 4 
b .. Pr 1 o 1 Fr 
verhältnis r /io bei Il, '/& bei II. 


der Unterschiede, die erste Näherung auch schon ohne Korrektur genügen. 























u 2bva a. .. R . a 
Ir Es it 7, = treva()= Für -, findet man mit der Korrektur bei '/ıo 
2 } 0 
1 + Co 
ww 
| den Weıt 0,779, bei '/; den Wert 0,824. Weiter wird 
hi; . )ovdba [I 
N) dA=ovlde = —— dx. 
& ‘ 2 b Im 
. + (Co 
n 1 
m Ba a, Setzt man also in der 
4 jetzt üblichen Weise A 
/ac„ev’bt, so erhält man, 
wenn man sich noch durch 
F Re o 2x 
/ 7 Eirführung von 5 = „ von 
{ ) 
/ | dem zufälligen Werte von b 
freimacht: 
H Zr 1 dca x.» 1 I’ 
7 02 4 1% C 1. _— ’ ‚= Ber. 
ß e ’ 708 » a? de 180° ee 2 © m 
| + Co 
i” Abb. 6 N 
’ ” * - 
‚iR In Abb. 4 ist diese Vertei- 
ha Verteilung des Beiwertes des induzierten Widerstandes beim recht- 1 . . 
v | lung des Auftriebsbeiwertes 
# \ \ loan 1 in SQ reita ito r ä i 1/ 3 ° .. t t f 
ik eckigen Flügel über die Spannweite. Seitenverhältnis » 10 bei wiederfür-—- —' 0 und =. 
ir . ) 
Bu I, !/% bei I. 
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r . . t ad ai 
angegeben. Durch Integration erhält man daraus für —= 1/0, Ca= 0,088 „ und für 
b 1 
! 1, N. a h Be.’ 
in 0,0794 Ti Beim unendlich breiten Flügel ist der Wert c, = “= 
) 57.3° 
a! £ N a un 
0,11 jo’, wovon der c. Wert bei uni SO vH, bei ges '/;, aber 72 vH ausmacht. Abb. 5 
) 


gibt für dieselben Seitenverhältnisse die Verringerung des Anstellwinkels durch das 
Wirbelband und Abb. 6 endlich den Beiwert des induzierten Widerstandes Setzt man 


den induzierten Widerstand gleich C.;!/s„ev?bt, so findet man: 
1 d Cat —[ 7 ) 1 'h Ä =. 5 1 !' 
(ad? a7 4 180 as r- Ei 17, 
+ © + Co 
nv Lt =” ı 


In der folgenden Zahlentafel sind für das Längenverhältnis '/,o und !/; die ver- 
schiedenen, nach den vorstehenden Formeln berechneten Werte zusammengestellt. 


ZJahlentafel zum zweiten Beispiel. 





Jir 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 0,9 095 0,95 | 


7 
1 0,995 | 0,976 0933, 0,835 0,710 | 0,586 | 0,421 0 
4® 
wer x 
10? 4,58 485 4,77 4.55 1,07 3,46 2,86 2,05 
/ | a’ dE 
b 10 1 vı 
0.109) 0.113 | 0,130. 0,169 | 0253 0,373 | 0,478 | 0624 | 
(ı! v 
] GG 
10% 0.930 0.960 1.081 1.34 1.314 | 2,22 2,38 2.24 V 
a! 2 d = 
'$ ei u ’ Zu 
| ),990 0.962 0.910 0.788 V,660 0.524 0,30 V 
gg 
l dc [77 - _ m » ‘ ‘ u“ yq* m 
10? 1.51 1,47 1,35 4,11 3.56 2,98 2,36 1,67 0 
t 1 a! de | 
b 6 1 v | 
0.177 | 0,186 | 0.209 | 0.252 | 0,352 | 0,457 | 0,569 | 0,0696 l 
a! ! 
| wie » IN 
10' | .40 1.451 1.584 | 1,803 | 2,18 2.38 2,36 2,05 0 
a 8% 


b 


Durch Integration findet man bei '/jo eine Abweichung von etwa 10 vH, bei 


n 
t 
b 
praktisch vorkommenden Seitenverhältnisse kann die für elliptische Verteilung geltende 


— !/;, von etwa 5 vH vom Minimum des induzierten Widerstandes. Im Bereiche der 


) 


Ca” 


Prandtlsche Formel c,„; = ‚ beim rechteckigen Flügel näherungsweise durch 


rw DD 


Ca® t 
= (0,96 — - 0,014) 
TT 
ersetzt werden. R 29 


Der Wärmeaustausch zwischen festen Körpern und 


Flüssigkeiten mit kleiner Reibung und kleiner Wärmeleitung. 
Von E. POHLHAUSEN in Warnemünde. 


n einer strömenden Flüssigkeit sind Wärmeleitung und Wärmekonvektion Vorgänge, 
die mit der inneren Reibung (oder Impulsleitung) und mit der Impulskonvektion große 
Aehnlichkeit besitzen. Mathematisch findet dies seinen Ausdruck in dem gleichartigen 
Bau der Differentialgleichungen, die einerseits für die Temperatur und anderseits für den 
Geschwindigkeitsvektor in der Flüssigkeit bestehen. Man kann daraus auf eine Beziehung 
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zwischen dem Wärmeaustausch und dem Reibungswiderstand schließen, die eine strö- 
mende Flüssigkeit an einem festen Körper hervorrufen. Dies ist zuerst von Prandtl 
ausgesprochen und durchgeführt worden'), und zwar für turbulente Vorgänge, unter der 
vereinfachenden Annahme von Wärmequellen und -senken im Innern der Flüssigkeit. 

In einer Strömung mit kleiner innerer Reibung lassen sich nun die hvdrodvna- 
mischen Differentialgleichungen im Bereich einer an einem festen Körper anliegenden 
Grenzschicht vereinfachen, indem man, ebenfalls von Prandtl?) zuerst angegebene Ab- 
schätzungen über die relative Größenordnung der einzelnen Glieder der Differentialglei- 
chungen durchführt. Hier soll zunächst gezeigt werden, daß durch die gleichen Ab- 
schätzungen bei kleiner Wärmeleitung auch eine Vereinfachung der Differentialgleichung 
für die Temperatur der Flüssigkeit in der Nähe eines festen Körpers erreicht wird. Da- 
durch gelingt es, die Wärmeabfuhr von einer dünnen Platte durch eine Paral- 
lelstrrömung zu berechnen sowie die Temperatur einer solchen Strömung aus der 
Angabe eines Plattenthermometers zu ermitteln. Die Anregung zu dieser Arbeit 
verdanke ich Hrn. Prof. Prandt!. 


1. Bezeichnungen. Größenordnung. Wir beschränken unsere Betrachtungen 
auf ebene und stationäre Strömungen von volumbeständigen und schwerelosen Flüssig- 
keiten und nennen: 


Ü 


, die Wärmeleitfähigkeit, 
den kinematischen Reibungskoeffizienten, 
c die spezifische Wärme (bei der Anwendung auf Gase = c, zu setzen), 
o die Dichte, 
u, v die Geschwindigkeitskomponenten, 
7 die Temperatur, 
p den Druck der Flüssigkeit. 

Umströmt eine Flüssigkeit mit sehr kleiner innerer Reibung einen festen Körper, 
so wird dies die allgemeine Annahme der heutigen Hydromechanik — die Strömung 
in größerer Entfernung vor dem Körper annähernd übereinstimmen mit der Potential- 
strömung, welche die Hydrodynamik reibungsloser Flüssigkeiten für den Körper ergibt. 
An der Wand des festen Körpers dagegen bildet sich eine Grenzschicht aus, da die rei- 
bende Flüssigkeit bei noch so kleiner Reibung an dem festen Körper haften muß. In 
dieser Grenzschicht steigt die Geschwindigkeit der Strömung vom Werte Null bis zu dem 
der Potentialströmung entsprechenden an. Je kleiner die Reibung der Flüssigkeit ist, 
um so dünner wird auch die Grenzschicht, um so stärker muß also auch der Geschwin- 
digkeitsanstieg werden. Nimmt man bei einer ebenen Strömung die Bogenlänge der Kör- 
perumgrenzung als x-Koordinate, ihre Normale als y-Richtung und hat die Grenzschicht 
in der -Richtung die Dicke ©, so muß, damit « in dem Bereich 0 =<y=e von Null zu 
endlichen Werten ansteigt: 


ou rn 1 
von der Größenordnung 


’ 
ıUy € 


u . 1 n 
. von der Größenordnung -, sein: 
Uy“ e” 
.. ou ( 
während und < 
(d 


()p“ 


PB2°'/% .. a . . 
in ihrer Größenordnung von der mehr oder weniger geringen Dicke 
der Grenzschicht unberührt bleiben und für den Zweck unserer Abschätzung von der 
Größenordnung 1 angenommen werden können. Aus der Kontinuitätsgleichung: 


OU Ov 
== () 
I) ( 'ıy 
IV ö R . 
folgt, daß dann auch _ . von der Größenordnung 1 ist; v hat daher innerhalb der Grenz- 
( ıYy 


schicht die Größenordnung &. 7 

Ist die Flüssigkeit ein sehr schlechter Wärmeleiter, so kann ihre Temperatur 7', 
wenn man von Wärmestrahlung absieht, in großer Entfernung vor einem festen Körper 
durch dessen Anwesenheit nicht viel geändert werden, auch wenn der feste Körper die 


Temperatur 7, & 7 hat. Betrachten wir insbesondere die Strömung eines vollkommenen 
Gases, deren Geschwindigkeit w klein ist gegen die Schallgeschwindigkeit in dem Gase, 


', L. Prandtl, Phys. Ztschr, 11, 1910, S. 
l,.. Prandtl, Verhandlungen d. III. intern Matlh.-Kongresses zu Heidelberg, Leipzig 1904 S. 484. 
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so wird an einer Stelle in einiger Entfernung vor dem Körper, wo die Geschwindigkeit w 


sein mag, die Temperatur 7’ des strömenden und schlecht wärmeleitenden Gases durch 
den Ausdruck: 


L m 1 
7 - 7, eo 5 (Wo -. 50°] 
2Cp 
wiedergegeben, worin w,, 7 die Geschwindigkeit bezw. die Temperatur des Gases in un- 
endlicher Entfernung bezeichnen und A das thermische Arbeitsäguivalent — 0,24 - 10 7 


erg/cal ist. Der Anstieg von dieser Strömungstemperatur 7' zur Temperatur T\ des festen 
Körpers vollzieht sich erst in unmittelbarer Nähe des Körpers. Hat die Grenzschicht, in 
der dieser Anstieg vor sich geht, die Dicke &, so muß, damit 7T in dem Bereich 0 < y 
eine endliche Aenderung erfährt: 


OT Mr 1 

‚— von der Größenordnung _-, 

Oy € 

Or 2 t ’ 

-—, von der Größenordnung —, sein, 

Oy° €,“ 

.. OT 04 7 [} “ - .. “ 
während > und —; wieder von der vergleichsweisen Größenordnung 1 bleiben. 
O2 og” - 


2. Differentialgleichungen und Randbedingungen. Wir schreiben nun die 
Differentialgleichungen an, nach denen Geschwindigkeit, Druck und Temperatur in der 
Flüssigkeit verlaufen. Wir wissen, daß der Ausdruck: 


O)u\°’ Vv 2 BET )r 2] 
a= Are 2( + 2( \+I di ) | 
Or Oy Oy cd) | 
die Wärmemenge angibt, die in der Flüssigkeit pro Volumen- und Zeiteinheit durch die 
innere Reibung erzeugt wird'),. Unter die einzelnen Glieder der Differentialgleichungen 
schreiben wir ihre Größenordnung im Bereiche der Grenzschichten: 


Ou OV 


ne == '() 
dr Oy 
1 1 
LET u 1 Op On Ju 
v > —+ ,) a U —+t 7 
(oM“ Oy? o Or Or ı)y 
1 1 
1 1 3 
£&” € 
8a 24 1 Op» od Or 
] - = U 1 
Ip Oy%) ) Oy (Ja Iy 
1 
l 1 
€ 


Innere Reibung und Wärmeleitung gewinnen Einfluß, wenn 


v von der Größenordnung &‘, 
), von der Größenordnung &ı° ist. 


Dies zeigt, daß die Dicken der Grenzschichten, in denen Reibung und Wärme 
leitung sich bemerkbar machen, von den Größenordnungen: 


e?=V»v, 5 — V2 sind. 


Op» 1" . 
Aus der dritten Gleichung erkennt man, daß - von der Größenordnung & ist; d.h, 
Iy 


innerhalb der Grenzschicht kann der Druck und sein Gelälle längs der festen Wand als 
unabhängig von y betrachtet werden. Sind daher v und ’, von der gleichen Größenord- 
nung klein, so bleiben zur Berechnung des Geschwindigkeits- und Temperatur\ erlaufes 
in der Grenzschicht die Gleichungen: 


I) Zur Begründung dieses Ausdruckes sowie auch der folgenden Diiferentialgleichungen sieh« 


G. Hamel, Elementare Mechanik, Leipzig 1912, S. 593. 
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(U cd 
. () 

()r Oy 

u | dp mE; (u 
3  — u - — © 

Iy® o da 0x Oo 
„oT u 2 IT OT\ 
4. - + A ‚0 | == Or (” 4t- © : 

Oy‘ Oy ” 08 Oy 

Als Randbedingungen haben wir zunächst: 
üry=0: uv=0,v’=(. 


Mit wachsendem , muß die Geschwindigkeit allmählich in die Potentialgeschwin- 
digkeit übergehen. Da im Falle sehr kleiner Reibung kleine endliche Enfernungen von 
der Wand gegenüber den Abmessungen von der Ordnung & die Rolle des Unendlichen 
spielen, Können wir sagen, daß 


für y= »@:u= u(x&) — der Potentialgeschwindigkeit am festen Körper 
sein muß. 
Als Randbedingung für die Temperatur ist vorzuschreiben: 
Entweder für = 0: T= T, = der Temperatur des festen Körpers. 


Dies entspricht der Aufgabe, die durch die Strömung von dem iesten Körper mit 
konstant gehaltener Temperatur 7, in der Zeiteinheit abgeführte Wärmemenge Q zu 
finden. Diese ist: 


wenn F' die Oberiläche des Körpers bezeichnet. 


“ OT 
Oder füry =: (- \=0. 


my 
Bei dieser Randbedingung ist die abgeführte Wärmemenge gleich Null. Der fir 
y= 0 sich ergebende Wert 7, (y= 0) gibt dann die Temperatur an, auf die sich der 
teste Körper in der Strömung von der Temperatur 7, einstellt (Thermometerproblem ). 


In beiden Aufgaben lautet die zweite Randbedingung: 
no.» y\ rn ‚1 A / a 
ürry=o: J-T=-nn — (Wp’ u” (£)) 
2 Cp 
3. Die von einer Platte abgegebene Wärmemenge. Wir teilen nun die Lö- 
sungen unserer Diiierentialgleichungen im einfachsten Falle mit: nämlich für eine 
ebene Platte, die parallel zu den Stromlinien einer Parallelströmung ein- 
getaucht ist. 
Da längs der Platte kein Diuckgefälle eintritt, lauten die Diiferentialgleichungen : 


u (IV 
+ — ({) 
(ı!)r Ooy 
ı)2 u (u eu \ 
y acc u 3 Ü . . . ° ) 
Oy® ()g t (m ’ (I) 
. OT OIUN\- )T OT 
I — — A vo | ) =—= DCLIU I © 
oy“ Oy b; r Oy 
Die Randbedingungen für « und » sind: 
für y=0: v0, v=l(, 


für y=o:u=u= konst. Geschwindigkeit der l’otentialströmung. 

Behandeln wir zunächst die Auigabe, die durch die Strömung von der 
Platte abgeführte Wärmemenge Q zu berechnen, so haben wir für 7 die hand- 
bedingungen: 

für y=-0: T=[Tı = konst. Plattentemperatur, 
füry=»:T= 7, = konst. Strömungstemperatur. 

Sehen wir bei dieser Auigabe ab von der Wärme, die im Innern der Flüssigkeit 
durch Reibung erzeugt wird, so lautet die Differentialgleichung für 7: 

»T OT OT\ 
v = = 0C (x — - vu En Rn N en ; ;; ° 

Um die Kontinuitätsgleichung za erfüllen, setzen wir an: 


edv cd 


u = ‚t= 
Oy x 
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Führen wir ferner die neuen Variabeln ein: 


rt 


Be N y‘ Yy 


„Vz 


pm Ess V x S($) 


Mm 


so ist: 


_— 


h-\n=-2)06), 


ac 
hu 
d S 


1 
la Vrvu yV 


u 


Die Randbedingungen für {© und © lauten daher: 


= (): » == 


für 


f Ir 


r 


fürn: — 


D; 
l, 
und die partiellen Differentialgleichungen (l') gehen über in die totalen Diiterential- 


gleichungen: 


0° C=0: (-) — 


2 a (*) ——— 


f 


a3E „aRE 
rn —+- “ — = () 
d 0 d es 
dl) . ao 
—_ + 60% - ==(, 
d»® dz 


worin © die dimensionslose Zahl bedeutet: 


VOcC 


) 


Ö= 
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Die Zahlenwerte für 0 sind wegen der Unsicherheit in den Messungen der Wärme- 
leitfähigkeit 4 wenig genau bestimmt. Es ist etwa für: 


|-atomige Gase 


2 > > 
3- » » 
4- “ » 
Wasser von 0° 
> » 10° 
> » 20° 


Die Funktion { (8) ist von 
H. Blasius'!) zuerst berechnet wor- 
den. Abb. 1 gibt ihren Verlauf 
wieder. Mit dieser Funktion er- 
gibt sich als Lösung der Diffe- 
rentialgleichung für die Tempe- 
ratur: 


() = (fer -DasdE, 


0 
. .. \ > 
worin für «@(o) wegen der Rand- 


bedingung für y-S=-»: )=| 
zu setzen ist: 
u 1 
Ü (0) = = 
f s/G)dsdE. 
0) 














0= 0,666 
Ö= 0.80 
6 = 0,91 
6— 1,08 
6 15 
6 == 10 
o=7. 
25 
2r— - a 
de 
de 
7 DR 
7 de 
u 
a—/- 
dv 05 70 75 60 25 J0 35 30 
£ 
Abh. ] 


In Abb. 2 ist der Verlauf der Funktion © (5) für die angegebenen Werte von 0 


aufgezeichnet. Da 
d () 


ds 


| 


ist, so folgt weiter: 


— a(6) e7 ss’) de 


d () 
) — (U (6). 
.=y=0 


dE 


, HM. Blasius, Zeitschrift f. Math. u. Physik, Bd. 56, 1908, S. 
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Wir berechneten: 








für 0 —=0,6 & — 0,552 
0,7 0,585 
0,8 0.614 
0,9 0,640 
6 1,0 0,664 
1,1 0,687 
7,0 1,29 
10,0 1,46 
15,0 1.67 
F ” = h z Die in der Zeiteinheit von 


Ahh. 2 der einen Seite der Platte ab- 
geiührte Wärmemenge @ ist, 


wenn / die Länge der Platte bezeichnet, 5 ihre Breite: 


Q lfı —) N ai) db=«a(0)\4 & BI Zu), 


) 
“ 9 2 
() 0 


wobei bemerkt sei, daß mit ziemlicher Annäherung « (0) = 0,664 Vo ist. Der Wert 
s — 0,664 für 0 | entspricht dabei, wie es sein muß, der Prandtlschen Analogie 
‚wischen Wärmeabgabe und Reibungswiderstand. 


4. Die Anzeige eines Plattenthermomeiers. Das Thermometerproblem läßt 
sich für die ebene Platte ebenfalls durch Quadraturen lösen. Wir verstehen hierunter 
die Aufgabe, jene Temperatur zu bestimmen, die die Platte haben muß, wenn sie ohne 
Wärmesabgabe oder -auinahme in der Strömung bestehen soll. Hier darf die im Innern 
der Flüssigkeit durch Reibung erzeugte Wärme nicht mehr vernachlässigt werden, so daß 
die Differentialgleichungen lauten: 


ou OR 
4 () 
do) (I 
Vu ur7 OU 
) _ Mi t 
Oy“ a ey 
„MT Ou\? O1 oT 
ri + Arvo | ) — 0C ( —- © s 
()y“ “ Oy “ (ı)ıq Oy 
Die Ikandbedingungen sind hier: 
au oT 
u y=0: vl; v0; z== (): 
uy 
ür yo: vmu; I == To. 
Wir führen wieder ein: 
( a 
tl Ü = 
\ oa 
u ee. 
- UV m I 
pn | f) 7 J A ) 4b (£) 
Mi 


aber: 


und erhalten die gewöhnlichen Dittierentialgleichungen: 


a’E d®E 
on — - a ug (0) 
u» ds? 
d’ ı) „dı dc ” 
Hot ,„+20(.) =0 
ds #5 ds“ 


6. „ vr OF 
für U - BE. BQU: 5 * (): | .) U 
: = () 


tur 
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Die Funktion {(£) ist dieselbe wie bei der vorhergehenden Aufgabe. Für U (5) 
dagegen ergibt sich: | i | 
» a a’üä 2 . 
N re f - -g ( I / - > - 
9 H=Blo) — 20 [e-:Fal | (,u)etrfatiaz) as. 
0 Ü) 


Wegen der Randbedingung y= »: Y=0 ist: 


= # rolealf ke yorfesar)at, 


Abb. 3 enthält den Verlauf von 





0 (5). 
Wir berechneten: | 
für 0 = 0,6 BD = 3,08 | 

0,7 3,94 | 
0.8 3:58 | 
0,9 3.80 4, 
1.0 I 00 
” 4,20 | 
7,0 10.06 
10.0 11,86 | 
15,0 14,14. | 
Die Korrektionen 42(s), um | 
welche die Anzeigen T, eines ’ ”" ui 1 
Plattenthermometers zu vermin- Abb. 


dern sind, um die Temperstur 7 
der Strömung zu erhalten, sind: 


peraturerhöhung, die der adiabatischen Verdichtung an einem Standpunkt 7, — T= '/; 
entspricht. Es ist also: / (0) IT, — T)!ıß(o). 

In dem ausgezeichneten Fall 0=1 wird „B=1, also ,=7+4d0=- T,; es 
wird hier bei einer nach der Bernoullischen Gleichung erfolgenden Strömung überhaupt 
keine Temperaturänderung gemessen. 19 


Über die Wahrscheinlichkeit seltener Ereignisse. 
Von R. v. MISES in Berlin. 


n einer sehr wertvollen kleinen Schrift »Das Gesetz der kleinen Zahlen« hat L. v. Bort- 
kiewicz im Jahre 1898 darauf hingewiesen, welch große Bedeutung innerhalb 
der praktischen Statistik einer von Poisson herrührenden Formel für die Wahrschein- 

lichkeit seltener Ereignisse zukommt. Es handelt sich dabei um folgende Aufgabe: Wird 
ein Versuch, der auf eine einfache Alternative (Kopf oder Adler, rot oder schwarz, leben 
oder sterben) führt, x» mal wiederholt, so ist die Wahrscheinlichkeit ww, dafür, daß jener 
Versuchsausgang, der die Einzelwahrscheinlichkeit p besitzt, & mal eintritt, durch die be- 
kannte Newtonsche Formel 


w.=(")p" (1 -p-#, IE VERSE Eh 


gegeben. Hält man in diesem Ausdruck x fest, läßt n unbeschränkt wachsen und p so 
abnehmen, daß np = a fest bleibt, so geht er, wie Poisson bemerkt hat, über in 


w > 2 wer Tr 17% (2). 
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2 E 5 ; r m. Beh . 
en in Gl]. (1) ausführt, für p den Wert @a:n setzt und folgendermaßen die Faktoren ordnet: 


} u 1 =] 4,” 
1 | N ' ar (1——} 

} i n 1 n 2 u 2+1) a? (} d ) 1 N n N 

Hi U’, zu . a . . 
j. a! a ! 


dA a x; 


Man gelangt sofort von Gl. (1) zu Gl. (2), indem man den Binomialkoeffizienten 


1 n Z 7 
I . .. ’ . 2. 

h Die ersten x Brüche rechts gehen mit wachsendem n jedereinzeln gegen 1,während der 
Br, 

El - dl 
ie Faktor (1 

j n 
Diese einfache, auf Poisson zurückgehende Ueberlegung ist recht wenig bekannt 
ik und man vermißt beispielsweise in dem umfassenden Lehrbuch von Czuber jede Erwäh- 
Wu nung von Gl. (2). Ks war das große Verdienst von v. Bortkiewicz, an zahlreichen 


n 
vermöge der Definition von e gegen e”“ konvergiert. 


a‘ Beispielen nachgewiesen zu haben, daß das in Gl. (2) enthaltene Verteilungsgesetz mit der 
| Erfahrung ebenso gut übereinstimmt wie jedes andere sachgemäß angewandte Ergebnis 
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Nur in der Wahl der Bezeichnung »Gesetz der kleinen 
Zahlen« können wir ihm nicht folgen und wollen lieber von der »Wahrscheinlichkeit sel- 
° tener Ereignisses sprechen, obwohl auch dieser durch die Kleinheit von p begründete 
Name nicht restlos befriedigen kann!). Aber da bekanntlich das Gesetz der »großen 
Zahlen einem Fragenkomplex angehört, der aus Gl. (1) hervorgeht, wenn man n bei 
festem p sehr groß werden läßt, so scheint der Ausdruck »kleine Zahlen« dem Mißver- 
ständnis ausgesetzt, als handle es sich hier um kleine Werte von n; in Wahrheit ist aber 
auch hier dasselbe n eine sehr große Zahl und nur np und & sind kleine, d. h. endliche 
Größen. Das vielfache Mißtrauen, dem das »Gesetz der kleinen Zahlen< begegnet, ist nur 
dieser Verwechslung zuzuschreiben. 
In den folgenden Zeilen soll eine, wie es scheint, nicht unwesentliche Erweiterung 
der Poissonschen Ableitung gegeben werden. Es zeigt sich nämlich, daß ein mit Gl. (2 
eanz übereinstimmender, asymptotisch gültiger Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit der 
Wiederholungszahl x auch dann besteht, wenn die Einzelwahrscheinlichkeiten von 
Versuch zu Versuch schwanken, also die untereinander verschiedenen Werte pı, 


P2 .... P„ annehmen. Vorausgesetzt wird für den Grenzübergang, daß die Summe der 
Einzelwahrscheinlichkeiten oder die mittlere Erwartungszahl 
oO 
j pı +9 r.::- Ma . . .« u . (8) 


fest bleibt. Die Ableitung wird in einer solchen Form gegeben, daß auch die Abwei- 
chung zwischen dem asymptotischen Ausdruck (?) und dem genauen Wert (1) bei großem, 
aber endlichem n abgeschätzt werden kann; an einem einfachen Zahlenbeispiel wird dann 
fi das Ergebnis erläutert. 


1. Ansatz und Berechnung von w,. Um uns kurz auszudrücken, wollen wir 
das Ereignis, für das beim ersten Versuch die Wahrscheinlichkeit pı, beim zweiten 9 .... 
beim nten »,„ besteht, als Eintritt einer »Eins« bezeichnen. Dann ist die Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß innerhalb der » Versuche genau x Einser eintreten, gleich dem Koefii- 
zienten von £” in der Entwicklung des Produktes 

n 
I—-Mm  +mÜıl—mp+tpd)... | ”.+p.) = MN (ı -p +pt Yue,te (4 


PL, 


Denn dieser Koeffizient ist die Summe aller möglichen Produkte aus n Faktoren, 
unter denen x Faktoren die Gestalt p. und n — x die Gestalt 1 p: haben. Vor allem 
erhält man für ©. die Wahrscheinlichkeit, daß kein Einser eintritt, das Produkt aller 

| | — pı, also nach Uebergang zum natürlichen Logarithmus und Reihenentwicklung 
RR Fin. vo 5). 
=] 


; | 
In to = Zinn (i p: Int! 


mn 


u Die erste der Summen rechts ist nach Gl. (3) gleich @«. Nun führen wir für die 


einzelnen p. noch die notwendige Voraussetzung ein, daß sie alle kleiner seien als ein 


bestimmter echter Bruch p: 
Dad 1 ME SF u a SE (6). 


Am richtigsten wäre eizentlich: »Gese z der großen Zahl bei kleiner Erwartungszahl«. v. Bort- 


kiewiez will allerdiInes zum Ausdruck bringen. «daß nicht nur die Erwartungszahl a, sondern arch 


die hauptsächlich interessierenden Werte der Wiederholuneszahl 7 kleln sind 
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. 
Dann ist jede der Potenzsummen in Gl. (5) kleiner als das piache der vorangehen- 
den, es fällt also die Reihe stärker ab als die geometrische Reihe mit dem Quotienten p. 
Da anderseits alle Glieder positiv sind, liegt die rechte Seite von Gl. (5) zwischen a und 
a: (1—p). Wir haben somit: 


dA ) 
p Wo e pP ( (1 1 - } i ; i ; , (7). 
p 


Wenn p gegen null geht, nähert sich die obere Grenze von wo, der unteren und 
beide werden in Uebereinstimmung mit Gl. (2) gleich - 


2. Berechnung eines beliebigen w. Um die Wahrscheinlichkeit ww. einer beliebi 
gen, zwischen null und n gelegenen Ereigniszahl © zu bestimmen, heben wir in der De- 


finitionsgleichung (4) den Faktor wo =(1-pı)(1-ps) .... heraus und erkennen in 
pı \ / p2 / p a ie 
(1 + )(ı + t\...(1+ )=2"% 
\ 1 pı 1 p?2 \ 1 Pı \ 0 wo 


daß w. : wo der x te Koeffizient einer Gleichung » ten Grades in 1:? ist, deren » Wurzeln 
die negativ genommenen Größen 
q= - j [ 1, 2 F N ee 
17 
sind. Die q. liegen zwischen null und einer oberen Schranke 9, für die zufolge Gl. (6 
p:(1p) gesetzt werden kann: 
p h | 
qQ = . tz 1,2 Bo ı N . . . . . (10). 
| p 
Nun ist aber der «te Gleichungskoeffizient die & te elementar symmetrische Funk- 
tion der Wurzeln, d.h. die Summe aller Produkte aus je x dem Index nach verschiede- 
nen q.- Werten. Stellen wir dieser Summe, die sich aus | Summanden zusammensetzt, 


Mi 


den aus n” Gliedern bestehenden Ausdruck 


ET er re 11) 
gegenüber, so sehen wir, daß (tı) jeden der 1-7 Summanden von w.:wo gerade «' 


mal enthält (weil es so viele Umstellungen von x Elementen gibt), außerdem also noch 


z—n" zii) n""—-nn-1I)(n-?2)....n-x +1 


n”ı\ı 3 (1 hi —)...f{1 er 


Summanden, von denen natürlich keiner negatıy und keiner gıößer als q” sein kann. 
Demnach liegt das x!fache von ı“.:ıw, zwischen (11) und dem um z2qg’” verminderten 
Wert von (11 


Ua a ee >" SI Fur u)" 2.q' Be: |; ; ° 


Die Summe ı ++ .... g. ist einerseits kleiner als 


pi p2 p q 
+ Ra — 
) p ı—-2 1—p L—p 
da hier die Nenner gegenüber den richtigen Nennern der g. nur verkleinert erscheinen, 
anderseits größer als pı +Pp2 +....P„»=a, da unmöglich alle Nenner 1 p. gleich eins 
sein können. Demgemäß entsteht aus Gl. (12), wenn wir noch durch «” dividieren: 
1 su 2! wı 2 p? / np 1 2 r—1\ | 
> >] =1—[ ) | (' )( RR: )|. (13). 
1 p)* arg at (1 —p)* aıt—p) L l n n /J 


Multipliziert man diesen Ansatz, um «“ zu eliminieren, mit Gl. (7) und kürzt im 
Produkt durch e”“, so erhält man endgültig: 


a Be ->{1i oh (. aan } [1 )... [1 zolle 14 


Beide Außenglieder dieser Ungleichung gehen gegen 1, wenn p gegen null geht, 
n unbeschränkt wächst, dabei sowohl x als a und auch np endlich bleibt. Somit gilt 
die Poissonsche Formel (2) auch im Falle veränderlicher Grundwahr- 
scheinlichkeiten, sobald deren größte mit 1:n von gleicher Ordnung klein 
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Al wird. Durch die Abweichung der beiden Außenglieder in Gl. (14) vom Werte 1 bei 
a endlichem n sind die Fehlergrenzen gegeben. 

PET ü x e | 
MN 3. Zahlenbeispiel. Nur um die Anwendung unseres Ergebnisses, das in Gl. (14 
n zum vollen Ausdruck kommt, zu erläutern, wollen wir ein Beispiel — mit willkürlich ge- 
nt wählten Zahlen betrachten. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Versicherter inner- 


halb des ersten Versicherungsjahres Selbstmord begeht, wird zweifellos mit dem Eintritts- 
alter des Versicherungsnehmers schwanken. Es sei nun festgestellt, daß der Größtwert 
dieser Wahrscheinlichkeiten den Wert p — 0,002 nicht überschreitet, während der mit g 
Rücksicht auf die Altersschichtung berechnete Mittelwert 0,0015 beträgt. Gefragt wird R 


nach den Wahrscheinlichkeiten 20, 2, Ws, ws dafür, daß unter » — 1000 Versicherten 
f gerade © = 0, bezw. 1,2, 3 im ersten Jahre Selbstmord begehen. Nach den Tabellen von 
j " . . .. . . 
Y v. Bortkiewicz') hat man für @ = 1000 :0,0015 = 1,5: 
ji L zu U, { — 0,2281, 4 
fr (A € du J 
X i — — 0,3347, 
1 
(dt 6 
N 2. m 0,2910, 
A L 
y 0.1255 


Dies sind die nach der Poissonschen Formel (2) berechneten Näherungswerte für 
Co, 4 USWw., die genau richtig wären, wenn man n unendlich statt n = 1000 hätte usw. 
Setzt man in unser Schlußergebnis Gl. (14) die Zahlen für a, n, p, wie sie gegeben sind, 
ein, so erhält man die Fehlergrenzen: 


(2 
| U.3.,8%9,; 
() 3: 1) 
{ 
ae | 
ih p |,UO2O 0,9963, 
0.3 47 
wz . 
5 2, 1,0040 e V,JJ0U, ; 
0,2510 ! 
” wz3 > 
u 3, I,U060 0,9896, 
0,1255 - 
| oder in endgültiger Form: 
ei wo liegt zwischen 0,2224 und 0,2231, 
ıC, 3 0,3337 0,3959, 
We 0,2497 » 0,2520, 
w » » 0,1242 0,1262. 


Man sieht, daß die Unterschiede zwischen der oberen und unteren Grenze recht 
gering sind, so gering, daß sie für praktische Fragen kaum in Betracht kommen. Natür- 


lich werden die Abweichungen verhältnismäßig immer größer, wenn man zu größeren x 
übergeht; aber hier werden bald die ı. selbst so klein, daß sie nicht mehr von prak- 
tischer Bedeutung sind. 


Unsere allgemeinen Betrachtungen schließen auch die Fehlerabschätzung für den 
alten Anwendungsbereich der Formel (2), den Fall unveränderlicher Grundwahrschein- 
lichkeiten, mit ein. Wir können also unsern Ergebnissen noch dies hinzufügen, daß der 
Poissonsche Ausdruck bei Zahlenwerten der hier betrachteten Größenordnung eine 
sehr brauchbare Annäherung an den genauen Ausdruck Gl. (1) liefert. Ueber 


| ist oben schon etwas erv’ähnt worden.’ 17 


Wien, im April 1920. 


Das Gesetz der kleinen Zahlen, Leipzig 1898, 8. 49. 
. “-, In einer inzwischen erschienenen Abhandlune \ussehaltung der Ergodenhypothese in der 


physikalischen Statistik«, Phys. Zeitschr. 21, 1920, 8. 225—232 und 256—262 habe ich von dem hier 


abgeleiteten Sit bereits (ebrauch re] acht ! 
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ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Das Turbulenzproblem. 
Von F. NOETHER in Berlin 


ie rationelle Hydromechanik ') liefert, wie bekannt, zweierlei Ansätze zur Lösung 
hydrodynamischer Aufgaben, die Eulerschen Grundgleichungen für ideale Flüssig- 
keiten und die von Navier und Stokes herrührenden Gleichungen für zähe (rei- 
bende) Flüssigkeiten. Doch die auf dieser Grundlage bisher gelösten Probleme be- 
schränken sich im großen ganzen auf zwei Klassen, die nur vorläufigen Charakter 
haben: 
I. die reibungsfreien Potentialströmungen, 
2. diejenigen Strömungen von Flüssigkeiten mit Reibung, bei denen der Finfluß 
der Zähigkeit den der Trägheit stark überwiegt. 

Es ist bekannt, daß die meisten technisch interessanten Flüssiekeitsströmungen in 
keine dieser beiden Gruppen eingeordnet werden können. Unser Problem speziell betrifft 
den Fall der Strömung von Flüssigkeiten in unbegrenzt langen prismatischen Leitungen ; 
die Strömung wird dabei entweder durch ein Druck- oder Bodengefälle oder, wenn es 
sich um einen unendlich tiefen geradlinigen oder einen kreisringförmigen Kanal handelt, 
auch durch relative Verschiebung der einander gegenüberstehenden Wände hervor- 
gerufen. 

In diesen Fällen sind seit den experimentellen Arbeiten von Poiseuille?) und 
den theoretischen von Stokes‘) die »Laminarströmungen« *) als mögliche Strömungsformen 
bekannt. Sie sind dadurch definiert, daß die (Geschwindigkeit überall parallel den 
Wänden gerichtet ist; die Geschwindigkeitsverteilung ist in jedem Querschnitt die näm- 


liche, sie ist im Falle fester Begrenzungen parabolisch, in dem bewegter Wände — der von 
Couette’°) untersucht ist — linear; an den Wänden ruht die Flüssigkeit bezw. hat sie die 


Geschwindigkeit der bewegten Wände. Die durchströmende Flüssigkeitsmenge ist dem 
Druckgefälle (bezw. Sohlengefälle) proportional, bei bewegten Wänden ist die relative 
Geschwindigkeit der Wände der aufgewendeten Kraft proportional. 

Diese Strömungsformen, zu denen die hydrodynamische Theorie der zweiten der 
oben erwähnten Klassen führt, werden aber praktisch nur beobachtet bei kleinen Ge- 
schwindigkeiten, bei sehr zähen Flüssigkeiten oder sehr engen Querschnittsdimensionen. 

Schon Poiseuille [l. e.?)| und in weiterem Umfange Haren‘) stellten fest, daß 
beim Ueberschreiten gewisser Grenzen für diese Größen (insbesondere bei Verringerung 
der kinematischen Zähigkeit, d. i. des (Juotienten Zähigkeitskoeffizient durch Dichte, 
mittels Temperatursteigerung) die Strömung einen ganz andern Charakter annimmt. Die mitt- 
lere Geschwindigkeitsverteilung bleibt wieder in jedem Querschnitt die gleiche, die Ge- 
schwindigkeit ist aber viel gleichmäßiger als vorher über den Querschnitt verteilt und 
fällt am Rande rasch zu Null bezw. gegen die Randgeschwindigkeit ab. Dieser mittleren 


') Auf folzende zusammenfas ende Berichte bezw. Lehrbücher wir« im foleenıden Bezug genoınmen: 


A E. Love, Hydromechanik; Enz. (. math. Wiss. Bd. IV, Art. 15 u 16. Forchheimer: Iiy«draulik: 
ebenda Bd. IV. Art 20. H. Lamb: Lehrbuch der Hy«dromechanik; «deutsch von J. Friedel, Leipzig 
1907. — F. Auerbach: Die theoretische Hydrodynamik, Braunschweig 1881. W. Wien: Hydro 
dynamik, Leipzig 1900. Brillouin: Lecons sur la viscositc, I Teil, Paris 1907. R. v. Mises, 


Technische Hydromechanik, I, Leipzig 1914. 
“) Recherches experimentales sur le mouvement des liquides; Comptes Rendus Paris, 11, 12 (1840, 


41); M&m. des Savants Eirangers, 9 (1846). Ueber die nachfolgenden Arbeiten verel. vor allem «das oben 
zitierte Werk von Brillovin. 

3) On the eff-ct of the internal frietion of fluide, Cambr. Trans, 9 (1851 S. insbesondere auch 
die Literaturanzaben in (em Lehrbuch von H. Lamb. 

') Wir bezeichnen als »Laminarströmungen«, entsprechend dem Namen. soweit nichts anderes 
bemerkt ist, nur Strömıngen in Parallelsehichten. und zwar diejenigen, (ie exakte Lösungen (der Stokes- 
schen Gleiehungen  sinıl. In der Literatur ist die Bezeichnung öfters auch in allgemeinerem Sinne 


gebraucht. 

°) Etudes sur le frottement des liquides, Ann. d. chimie et de physique (6, 21) (1890); p. 438; 
Journ. de Physique 2® serie t. IX. (1890). 
6) Abhandl. d. preuß, Akad. d. Wiss. 1854. 
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Bewegung überlagern sich rasche und ungeordnete Pulsationen der Flüssigkeit, die auch 
(Juerbewegungen enthalten. Das aufzuwendende Druckgefälle wird erfahrungsgemäß an- 
jähernd dem (uadrat der Durchflußmenge bezw. die aufzuwendende Kraft dem Quadrat 
der relativen Geschwindigkeit der Wände proportional. Man bezeichnet gegenüber dem 
ersten, dem »laminaren« oder »Poiseuilleschen« Zustand, den zweiten als den »hydrau- 
lischen« oder den »turbulenten«e. Doch wollen wir hier im folgenden die Bezeich- 
nung »turbulent« nur für ein gewisses Uebergangsgebiet zwischen dem laminaren und 
hydraulischen Zustand verwenden. 

Unter Turbulenzproblem versteht man, allgemein gesprochen, die Frage, 
warum der grundsätzlich immer mögliche Poiseuillesche Zustand nur begrenzt realisiert 
ist und dem hydraulischen Zustand Platz macht. 


[. Uebersicht der experimentellen Ergebnisse. 


1. Die Versuche ohne Berücksichtigung der Wandbeschaffenheit. Hagen') 
beobachtete die Abhängigkeit der Durchilußmenge von der Temperatur in Röhren von 
verschiedener Weite und unter verschiedenem Druckgefälle. Da mit wachsender Tempe- 
ratur die Zähigkeit abnimmt, findet er zunächst den Poiseuilleschen Zustand (lineare Zu- 
nahme mit der Temperatur), dann (bei hinreichend großen Drucken bezw. hinreichend 
weiten Röhren) ein Uebergangsgebiet, in dem die Durchflußmenge abnimmt (turbulenter 
Zustand, in dem die Flüssigkeit äußerlich sichtbar starke Unruhe zeigt), endlich den 
hydraulischen Zustand, in dem die Strömung zwar äußerlich ruhig, aber von den er- 
wähnten kleinen Pulsationen begleitet ist (schwächere Zunahme mit der Temperatur, im 
beobachteten Gebiet annähernd linear). Durch eine irrige Theorie geleitet?), glaubte 
Hagen aus seinen Experimenten entnehmen zu dürfen, daß die »kıitische Durchfluß- 
menge« (nämlich die größte im Poiseuilleschen Zustand mögliche) der Länge des Rohres 
und dem reziproken (Quadrat des Dnrehmessers proportional sei. Seine Zahlen sind aber 
hinreichend genau, um die Unrichtigkeit dieses Gesetzes und die Richtigkeit des sogleich 
zu besprechenden Revynoldsscehen zu bestätigen. 

Osborne Reynolds’) ging von viel tiefer begründeten theoretischen Anschauungen 
aus. Nach seiner Auffassung sind es im wesentlichen die Stokesschen hydrodynamischen 
Grundgleichungen, die auch den hydraulischen Zustand bestimmen; nicht eine Verände- 
rung des ursprünglichen Widerstandsgesetzes bewirkt den Eintritt des veränderten Zu- 
standes; vielmehr bleibt dieses das nämliche lineare Stokessche Gesetz, also auch die 
l,aminarbewegung eine mögliche Strömungsform in allen Fällen; beim Ueberschreiten der 
kritischen Durchflußmenge werde diese nur labil und mache daher einer anderen, un- 
rerelmäßigen Strömungsform Piatz. Hiernach kann die kritische Durchflußgeschwindigkeit 
nur von den in den Stokesschen Gleichungen vorkommenden Größen u, der Zähigkeits- 
konstanten und 0, der Dichte sowie von den Dimensionen des Rohres, Radius a und Rohrlänge |, 
abhängen. Von letzterer betrachtet Reynolds den Strömungszustand als unabhängig bezw. 
er zieht nur sehr lange Röhren in Betracht. Die Geringfügigkeit der Abhängigkeit von 
der Länge hat später Couette experimentell bestätigt (l. c.°) S. 125). Dann muß das 
Gesetz für die kritische Geschwindigkeit, aus Dimensionsgründen, die Form haben 

U, = 
OA 

wobei N, eine unbenannte Konstante, die kritische »Revnoldssche Zahl« genannt wird. 
U, ist die mittlere Geschwindigkeit, nämlich Durchflußmenge : Querschnitt im kritischen 
Fall. Dieses Gesetz haben Reynolds’ Versuche, die an Röhren verschiedener Weite (und 
mit verschiedenen Flüssigkeiten) durchgeführt wurden, bestätigt. Als numerischen Wert 
des kritischen N fand Reynolds rund 1900. Für den Druckabfall erhielt Reynolds empi- 
risch wieder die lineare Abhängigkeit von der Geschwindigkeit im Poiseuilleschen, da- 
gegen ein Potenzgesetz mit einem Exponenten von annähernd 1,7 im hydraulischen Zu- 
stand. Nach anderen Versuchen (z. B. den älteren von Darcy)') war der Exponent 
1,9, also nahezu 2. Reynolds hatte aber mit bedeutend besser geglätteten Rohrwänden 
gearbeitet. 


[2 


I) vgl Fußn. ©) S. 125. 
Vsl. Brillouin: Lecons sur la viseosite, Livre Il, No. 170 ff. 
0. Revnolds: An experimental investigation of the cireumstances .... Phil, Trans CCXXIV 
part. III, p 935 1885), Papers vol. II, p. 51. 
', Mümoires des Savants Etraneers, t. XV, n». 857 sowie Röcterches experimentales relatives au 
mouvement de l’eau,. Paris 1855 
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Couette (l. e.’) S. 125) untersuchte die nach ihm benannte Anordnung: Strömung 
zwischen einem ruhenden und einem konzentrischen rotierenden Zylinder, und zwar mit 


verschiedenen Flüssigkeiten | Wasser: r - 0,011 und Oel: - En 0,15). Auch hier be 
stätigte sich das Revynoldssche Gesetz, mit der kritischen Zahl annähernd 2000, wenn 
hier unter a der Abstand der beiden Zylinder und unter U ihre relative Geschwindigkeit 
verstanden wird. L. Hopf') hat ähnliche Resultate auch bei offenen Leitungen gefunden. 

Eine wichtige Bestätigung und Erweiterung fanden die Reynoldsschen Experi- 
mentalergebnisse durch die Untersuchungen von E. Bose‘) und W. Sorkau'‘). Beide 
untersuchten eine große Anzahl verschiedener Substanzen, z. B. Alkohole, Chloroform 
usw. beim Durchströmen durch Röhren. Sie bestätigen den scharf markierten Eintritt 
eines turbulenten Zustandes und ihre Zahlen stimmen gut mit dem Revynoldsschen Gesetz 
überein *). Sie finden aber auch, daß das Uebergangsgebiet vom laminaren zum hydrau- 
lischen Zustand, das Hagen fand, sich ebenfalls in mehrere, schari getrennte Zustands- 
gebiete zerlegen läßt, die Sorkau als Turbulenz I, Turbulenz II usw. bezeichnet. Sie 
sind empirisch unterschieden durch den verschiedenen Exponenten des Potenzgesetzes, 
durch das die Abhängigkeit des Druckgefälles von der Durchströmungsmenge sich an- 
genähert ausdrücken läßt. Diese FExponenten sind für die Turbulenzzustände I: 1,5, 
Il: 2,3, III: 2,1. II und III scheinen bereits dem hydraulischen Zustand ähnlich. 


2. Berücksichtigung der Wandbeschaffenheit. Bei den bisher erwähnten 
Versuchen wurde die Abhängigkeit der Turbulenzerscheinung vom Material der Wände 
nicht in Betracht gezogen, insofern jeder der Genannten nur mit einheitlichen, gut ge- 
glätteten Röhren bezw. Zylinderwänden arbeitete (Hagen und Couette mit Metall, 
Reynolds, Bose-Sorkau mit Glas). Auf Grund von Reynolds’ theoretischen An- 
sehauungen hatte sich zunächst die Ansicht gebildet, daß der numerische Wert der kri- 
tischen Reynoldsschen Zahl vom Material unabhängig, durch die Stokesschen Gleichungen 
allein bestimmt sei. Die späteren Erfahrungen entsprachen dieser Arsicht nicht mehr. 
Zunächst ist die Untersuchung von W. Ruckes’) über die Turbulenzerscheinungen bei 
Luftströmung durch Glas- und Metallkapillaren zu nennen. Ruckes bestätigt bei den 
Glaskapillaren den Reynoldsschen Wert )i, rund 2000, dagegen findet er bei Metall- 
kapillaren nur X, rund 400 bis 500. 

In der entgegengesetzten Richtung findet V. W. Ekman') Abweichungen von den 
Reynoldsschen Zahlen, ebenso wie früher schon Mallock ') bei Versuchen, deren Zuver- 
lässigkeit wegen sonstiger Unstimmigkeiten allerdings zweifelhaft erscheint, bemerkt 
hatte. Auch Barnes und Üoker'‘) hatten schon Laminarströmungen oberhalb der Rey- 
noldsschen kritischen Zahl beobachtet. 

Ekman arbeitete mit dem Reynoldsschen Apparat, aber mit sorgfältiger bearbei- 
teten Glasröhren, und insbesondere bei sorgfältiger Herstellung glatter Einströmungsver 
hältnisse. Das Ergebnis war, daß die kritische Grenze nicht eine bestimmte Zahl ist, 
wie Reynolds glaubte. Der Eintritt der turbulenten Strömung erfolgt vielmehr bei 
um so höheren Zahlen, je kleiner die Ursachen von Störungen des laminaren Zustandes 
sind, ja, es konnte bis zum 4fachen Wert der von Reynolds angegebenen kritischen Zahl 
die laminare Strömung aufrecht erhalten werden. Kleine Fehler im Ansatz des Einströ- 
mungsstückes, die oiienbar Wirbel erzeugten, setzten die Grenze sofort wieder herunter. 
Daß aber turbulente Bewegung oberhalb der Reynoldsschen Grenze tatsächlich möglich 
ist, geht daraus hervor, daß, wenn der turbulente Zustand einmal erreicht ist, bei Ver- 
ringerung der Geschwindigkeit nicht wieder der laminare Zustand eintritt, sondern der 





I) Turbulenz bei einem Fluß, Ann. d. Physik 32. 1910, p. 777 sowie Diss. München 1909. 

2 7 x . . un. . F r 

“, E. Bose D. Rauert: Experim. Bei rag zur turbulenten Flüssigkeitsbewegung. Phys. Ztechr. 
10 (1909; Experimentelle Untersuchung über die innere Reibung im turbulenten Strömungszustande: 


Pbys. Ztschr. 12 (1911) S. 582; 15 (1914) S. 582, 768. 

') Phys. Ztschr. 13, (1912) S. 805; 14, (191°) S. 147. 

*) Vergl. Th. v. Karman: Phys. Ztschr. 12 (1911) S. 283 und G. Mie: Phys. Ztschr. 14 (1913) 
S. 93 sowie C©. Schäfer Frankenberg, ebenda S 89. 

°) Untersuchungen über den Ausfluß komprimierter Luft aus Kapillaren und die dabei auftretenden 
Turbulenzerscheinungen. Diss. Würzburz 1907. S. auch den Vortrag von W. Wien: Ueber turbulente 
Bewegungen; Pbys. Ztschr. 8 (1904)) Verh. d d. Phys Ges 9 (1907). 

6) Turbulent Motions of Liquids: Archiv f. Mat. Astr. och Fysik, Bd. 6, No, 12 (1910). 

u Xäxperiments on Fluid Viscosity, Phil. Trans, 187 (1896). 
) The flow of water throvgh ripes, Proc. Roy. Soc. of London, t. LXXIV, p 341 (1904/5). 
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turbulente bestehen bleibt. Nur in der Nähe der Reynoldsschen Grenze tritt dann, wie 
Reynolds beobachtet hatte, Laminarströmung ein. Hiernach scheint die Reynoldssche Zahl 
2000 eine untere Grenze für die Möglichkeit turbulenter Strömung zu sein, die aller- 
dings, nach den Versuchen von Ruckes, noch vom Material der Röhren abhängen 
müßte. 

Neuerdings hat auch L. Schiller') die Ergebnisse von Ekman bestätigt, wo- 
nach wesentlich durch günstiee Einströmungsverhältnisse der Eintritt des turbulenten Zu- 
standes zu viel höheren Durchflußgeschwindigkeiten verschoben werden kann. Es gelingt 


ihm, die Laminarbewegung bis \ = 9600 aufrecht zu erhalten, während er {= 1400 als 
die erwähnte untere Grenze turbulenter Strömung feststellt Daß sie tiefer liegt, als die 
Revnoldssche kritische Zahl 1900, stimmt vielleicht, da die Versuche mit Metallröhren 


ausgeführt sind, mit den obigen Bemerkungen über die Abnahme der kritischen Zahl mit 
zunehmender Wandrauhigkeit überein. Immerhin bleibt noch eine bedeutende Differenz 
gegen die von Ruckes gefundene untere Grenze 400 aufzuklären, über die erst nach dem 
Vorliegen genauerer Mitteilungen über die Versuche geurteilt werden kann. 

Ais einen Widerspruch gegen die Annahme einer Abhängigkeit der kritischen Zahl 
von der Rauhigkeit sieht Schiller die Feststellung an, daß durch Einschneiden eines Ge- 
windes (von 0,3 mm Tiefe bei einem Rohrdurchmesser von 16 mm) der Eintritt der 
Turbulenz nicht beeinflußt, wohl aber der Widerstand im turbulenten Zustand erhöht 
wurde. 

II. Theoretische Untersuchungen. 
Bereits Reynolds selbst hat sich nicht auf experimentelle Feststellungen der 


Turbulenzerscheinungen beschränkt, sondern sie — auf Grund der Stokesschen hydro- 
dynamischen Grundgesetze zu verstehen gesucht. Seiner Untersuchung ist eine 


erößere Zahl weiterer zefolgt; verwandte Ueberlegungen von Ravleigh gehen den Rev- 
noldsschen bereits voraus. Es muß aber gleich betont werden, daß eine vollständige 
Erklärung bisher nicht erreicht ist. Wir unterscheiden im folgenden drei Gruppen von 
Untersuchungen: 

I. Die auf der Methode der kleinen Schwingungen (Zerlegung in Partial- 
störungen) beruhenden, die im wesentlichen als abgeschlossen betrachtet 
werden können, aber zu keinem Ergebnis hinsichtlich der Entstehung der 
Turbulenz geführt haben. 

2, Die nur energetischen Ansätze, die noch nicht abgeschlossen sind, in ihrer 
Fortführung aber auf Ansätze nach Gruppe 3 hinweisen. 

3. Die Ansätze, die endliche Störungen der Laminarströmung in Betracht ziehen 
wollen. Der Schwierigkeit der Aufgabe entsprechend sind diese Ansätze noch 
sehr unvollkommen. 


1. Meihode der kleinen Schwingungen, Ich beschränke mich, soweit formel- 
mäßige Angaben in Betracht kommen, stets auf den zweidimensionalen Fall, der auch 
von den meisten Autoren bevorzugt ist. Die Uebertragung der Ansätze auf den drei- 
dimensionalen Fall erfolgt ohne Schwierigkeit, die Durchführungen werden dann aller- 
dings erheblich schwieriger. Die Strömung hat den Stokesschen hydrodynamischen 
trundgleichungen °) zu genügen: 


0) (u Er s 'p e)- 7 Vu 
0 | —- U t- © — X + U ( + B 
P cd] Or Oıy ()a , 17 oy° (1) 
(!v ()n (Id u ( 'ı»p ( )2 ı co)? 2 . / 
0 ( tu - © — Y- + Mu | + - ) 
c)? ı)r OIy IY 0.5? Oy“ 
Er ) / \ 
—+ = 0 . . ° . . . . . . . 2); 
ten ey 
wobei die Richtung x in die Stromrichtung, die Richtung y quer dazu fallen soll. Die 
. . . 1y.» . . .. » / \ 
Randbedingungen bestehen darin, daß die Flüssigkeit an den Wänden hajiten (v=v=0) 
bezw. die Geschwindigkeit der Wände annehmen («x — U, v= 6) soll. Der laminaren 
Strömung entspricht die Lösung 
BR) RR a (3). 
') IL. Sehiller: Rauhigkeit und kritische Zabl. Ein experimenteller Beitrag zum Turbulenz- 
problem, Ztschr. f. Physik IlI (1920), S. 412. 
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Stokes, l. ec. S. 125°). S. auch Lamb: Hydrodynamics, Kap. XI. 









Noether, Das Turbulenzproblem 129 
Im Reynoldsschen Fall fester Röhren ist U/, eine quadratische Funktion von ,, im 
Conetteschen Fall bewegter Wände eine lineare. 

Wegen der Gl. (2) führt man die Stromfunktion / ein: 
of ııf ‚ 


U ı ya er ae man re 


('y ’ 


eliminiert p und führt geeignete Maßeinheiten ein (etwa als l,ängendimension die Rohr- 
weite, als Zeitdimension diejenige Zeit, die ein mit der mittleren Geschwindigkeit be- 
wegter Punkt zur Durchquerung der Rohrweite brauchte. Man erhält dann: 


dt gro Ir Vodf] , O\ c)} 

oa u N = ud24/+ s EN 5), 
n ct Oıy «)7 ı!r (ıy J Oo X 

wobei 
A + 
ı)r? day“ 
Man sieht, daß hier nur die »Revnoldssche« Zahl V = pa als wesentliche 

[2 


Konstante eingeht‘), Die Methode der kleinen Schwingungen setzt nun (im genannten 
Maßsvstem): 
u U + u; ver; fF=-hly) +fı, 


worin /o gegeben ist durch U, = und erhält, unter Beibehaltung nur linearer 
dy 
Glieder in f: 
To04j m off ri; u , 
oa N | | t [ 0 u. N () | = U. ] Sf, . . . . . 6 . 
2 L 9 3m Or] | ; 
wozu nach (3) und (4) die Randbedingungen: 
of of, 
== —V) 73 
Br“ ey \ / 


an beiden Rändern kommen. Eine beliebig vorgegebene Anfangsstörung denkt man sich 
nun in Fourierscher Weise in Einzelstörungen aufgelöst, die periodisch in der .r-Richtung 
sind und fragt nach deren zeitlichem Verlauf; setzt also: 


RX ) 


fi = ({ | Y (7). 
So wird: 
s ’ . d* J A a'gy d“g 1 ’ 
‚Ua: (& [ Bi ae P) er Fri (X [ (y ( — If - 2 ı(1* I at ( | 6 ) 
( ( o day J J ’ da" dy® 2 / 
und statt (7) kommen die Randbedingungen: 
lc 
=— 7 =—— () r a i j e . i r . > fi 
day 


an beiden Wänden. Die Frage ist, welche Werte 5 annimmt, bei beliebigen reellen 
Werten von «. Labilität der Strömung wäre erwiesen, wenn sich positiv imaginäre P 
(aperiodische Zunahme) oder komplexe ß mit positiv imaginärem Teil (anwachsende 
Schwingungen) ergäben. In ähnlicher Form scheint der Ansatz der freien Schwingungen 
erstmals von Rayleigh‘) gemacht zu sein. Rayleigh wählt für U (4), die Verteilung 
der laminaren, reibenden Strömung in Röhren (U, quadratische Funktion in %/) und zeigt, 
daß diese Strömung für kleine Werte von T/ sicher stabil ist. 

Dieser Behandlung gehen eine Reihe verwandter Untersuchungen des nämlichen 
Verfassers®) voraus, die sich aber mit dem reibungsfreien l’roblem (4 — 0) beschäftigen 
und daher nur eine der beiden Randbedingungen (7) berücksichtigen können. Sie können 
also nicht als eine Annäherung der vorliegenden Aufgabe betrachtet werden, vor allem 


S. z. B. A. Sommerfeld: ]. e. S. 131, S. 118. F. Noether: Il. e 8.134), S 315. 
) On the question of the sfabılity of the flow of fluiıls Phil. Max (5, 34) (1892); (Papers 
III p 575); vergl. auch A. E. H. Love: Enzyklöp®die d math. Wi:senrsch IV, 15 (Hydrodynamik 
]l) Nr 18. 

3) Lord Rayleigh: Proc. London Math Soc X (1878 p.4 Papers I, p 36); ebenda: XI 
(1880) p 57 (Papers I, p. 484); ebenda XXVII (1895 Papers IV, p. 209 S, auch: Lord Kelvin, 
3rit Assoc. Rep. 1880, p. 492; (Papers IV, p. 186). Love: Proc London Math. Soc. XXVII, 1896, 
p. 202 Einekritische Zusammenfassung dieser Untersuchungen findet sich bei William M Fadiıden Orr: 
The stability or Iostability of the Steady Motion of a Perfect Liquid and of viscons Liquid: (Proc. of 
the Royal Irish Academy, XXVII (A) 1907), Part I, p. 9 ff; Part Il, p. 69 ff, insbesondere Part I 
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deshalb, weil es immer Schichten gibt, in denen der Faktor («U, — P) der zweiten Difie- 
rentialquotienten auf der linken Seite von (6) verschwindet und daher in diesen Schichten, 
wie auch an den Wänden, die rechte Seite, auch bei noch so kleinem “, maßgebend wird. 
)as wesentlichste Ergebnis dieser Untersuchungen war, daß die reibungsfreie Laminar- 
strömung bei stetiger Strömungsverteilung immer stabil sei, bei unstetiger aber labil sein 
könne. Aus oben angeführten Gründen kommt diesen Resultaten nur beschränkte Be- 
deutung zu. 


Den Einfluß der Reibung hatte, insoweit die Methode der kleinen Schwingungen 


(linearer Ansatz) in Betracht kommt, als erster schon Kelvin ') berücksichtigt, und zwar so- 


wohl für den Couetteschen Fall, als auch für den Fall der Strömung in Röhren. Er kommt 
zu dem Schluß, daß in diesen Fällen die Laminarströmung immer stabil sei, doch scheint 
seine Schlußweise nicht einwandirei’). Kelvin geht nicht von dem obigen Ansatz (in 
bezug auf die Querrichtung) stehender Wellen aus, sondern von einer willkürlichen, durch 
Fourierzerlegung dargestellten Anfangsstörung, die die Randbedingungen erfüllt, und fragt 
nach deren zeitlichem Verlauf. Er setzt eine zeitlich abklingende Lösung an, die aber 
die Randbedingungen nicht mehr befriedigt, daher durch Zufügung »erzwungener« Stö- 
rungen ergänzt werden muß. Kelvin glaubt nun auf Grund einer Fourierzerlegung nach 
der Zeit und Abzählung der Bedingungen, diese Zusatzglieder immer, und zwar als ab- 
klingende, finden zu können. Dabei wird er auch schon auf die Gl. (6), ergänzt noch 
durch ein zeitlich rein periodisches Störungsglied, geführt. Hier aber scheint ein Trug- 
schluß unterlaufen zu sein. Wenn z. B. der Grenzfall zwischen Stabilität und Labilität 
vorliegt, in dem die Gl. (6) zeitlich rein periodische freie Schwingungen hat, kann be- 
kanntlich die erzwungene Schwingung von dieser Periode nicht existieren, die Kelvinsche 
Aufgabe wäre dann nicht lösbar. Die Stabilität des Strömungszustandes, die bewiesen 
werden soll, ist also bei Kelvin im Grunde schon vorausgesetzt. 


Öseen hat später den Kelvinschen Ansatz wieder, in exakterer Form, aufge- 
nommen, und zwar für den für die Stabilität wohl ungünstigsten Fall unendlich großer 
Nevnoldsscher Zahl, die aber Oseen nicht wie Rayleigh‘(l. ec. S. 129°)) durch Vernachlässi- 
gung der Reibung, sondern durch unendliche Verbreiterung des Kanals erhält. Die oben 
geäußerten Bedenken über die Anwendbarkeit dieses Falles als Näherung kommen daher 
hier nicht in Frage. Eine die Randbedingungen (Verschwinden im Unendlichen) anfangs 
erfüllende Störung erfüllt sie nun dauernd und so ergibt sich durch Nachweis des Ab- 
klingens jeder Störung der Nachweis der Stabilität, ohne daß noch erzwungene Schwin- 


gungen zu untersuchen wären. Gewisse Stetigkeitsbedingungen — für die Anfangsstö- 
rung die hvdrodynamisch kaum zu begründen sind, sind allerdings noch voraus- 
resetzt ‘). 


) für die kleinen Schwingungen hat zuerst W. M. 
F. Orr‘) ausführlich weiterbehandelt. Und zwar legt er den Fall linearer Verteilung der 
Grundströmung (Couettescher Fall mit Vernachlässigung der Zylinderkrüämmung, U, — 0) 
‚ugrunde, Ersichtlich ist dann die Gleichung (5) bezw. (6) eine Gleichung nur 2. Ord- 
nung für die Grüße 


Den Rayleighschen Ansatz (6) 


a’ si 
ı F —-0g, 
day” 
Rn . = 2 . N ) 
nämlich: — av = iNlay— PB) W A eig De NE ARE 


dıy® 
und statt (7°) ergeben sich die Randbedingungen 


vert’dymiwe "de d: 06 5er AB) 


worin die Integrale über die Breite des Kanals zu erstrecken sind. Die Gleichung (8) 
selbst läßt sich durch Einführung einer mit linear verbundenen Hilfisvariabeln auf die 


Kelvin: Rectilineal motion of viseous fluid, Phil. Mag. (5), August und September 1887 


Payers IV, p. 321). Auch über diese und anschließende Untersuchungen gibt die S. 129 unter ») zitierte 
Arbeit von W. Orr (Part II) einen vorzüglichen Bericht (p. 80 ff.). 
>) Vergl. dıe Kritik bei Rayleich, 1. e. S. 129°) und Orr, 1. e. S. 129°). 
Ueber das Stabilitätsproblem in der Hydrodynamik: Archiv f. Mat. Ast. och Fysik 7 (191%), 
Nu seen !p. 9) setzt Differenzierbarkeit der Wirbelkomponenten voraus, d. h. zweimaliee Diffe- 
renzierbarkeit «der Geschwindigekeitskomponenten. Hy«ıdroaynamisch kann wohl nur Endlichkeit der 
Wirbelkomponenten verlangt werden 


)'). 0:8 1397 Fat ZZ 2 95 f., » 317 1 
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der Besselschen Funktionen vom Index !/, zurückführen. Als Gleichung, die die mög 
lichen Werte von f liefert und damit nach obigem über die Stabilität entscheidet, ergibt 
sich hieraus eine transcendente Gleichung, die Integrale über Besselsche Funktionen 
enthält. Den besprochenen Ansatz von Orr, der in Deutschland unbekannt geblieben 
ist, hat A. Sommerfeld!) später unabhängig neu mitgeteilt. 

Die Diskussion der transzendenten Gleichung zur Bestimmung der P-Werte hat 
bereits Orr‘) durch Benutzung asymptotischer Formeln für die Zylinderfanktionen be 
gonnen und ist zu der Vermutuug gekommen, daß nur abklingende Schwingungen 
existieren, ohne sie streng zu begründen. L. Hopf‘) hat auf ähnlichem Wege, im Anschluß 
an die Sommerfeldsche Arbeit, diesen Beweis streng durchgeführt und zugleich eine 
ausführliche Untersuchung der Schwinpgungstvpen angeschlossen. Bei kleinen Werten von 
it überwiegen Wellen, ähnlich denen auf ruhendem Wasser, die die Kanalbreite in meh 
rere zirkulierende Gebiete unterteilen und sich mit einer mittleren Strömungsgeschwindig 
keit fortpflanzen. Bei großem »i überwiegen Störungen, die sich vorzugsweise je au) 
eine kleine Schicht der Kanalbreite beschränken und mit der dort herrschenden lokalen 
Geschwindigkeit fortpflanzen. Auf einem direkteren Weg hatte vorher auch schon 
R. v. Mises*) den Stabilitätsbeweis für beliebiges X geführt. Nach Rayleighs zitierter 
Untersuchung war die Stabilität für kleine \\i sichergestellt. Mises !ragt daher (direkt 
nach der Grenze, für die die Stabilität in Labilität übergehen könnte, für die es also 


rein periodische Störungswellen (5 reell) geben müßte Die Forderung, (8), (9) bei 
reellem 5 zu lösen, ist ein Eigenwertproblem, das zu einer transzendenten Gleichung füı 
,=iN führt. Mises stellt sie direkt durch Potenzentwicklung in der Art einer Fred 


holmschen Entwicklung auf, deren Form er durch den Grenzübergang aus der be- 
trefienden Differenzenaufgabe zur Difierentialaufgabe gewinnt. Man erkennt durch ge 
wisse Ueberlegungen, daß die Gleichung unendlich viele reelle Wurzeln A hat und der 
Grenzübergang gestattet zugleich die Abzählung, daß diese ihre sämtlichen Wurzeln 
sind. Daraus folgt, daß es keine reellen »kritischen« Revnoldsschen Zahlen it gibt, also 
stets nur gedämpfte Partialschwingungen vorhanden sind. 

Diese Untersuchungen sind noch ergänzt durch den von O. Haupt geführten 
Nachweis, daß mit ihnen der Fall einer beliebig vorgegebenen Anfangsstörung erledigt 
wird. Zu dem Zweck war der formelle Nachweis nötig, daß eine willkürlich vorgegebene 
Funktion von y, die die Randbedingungen (7) erfüllt, sich nach den durch die homogene 
Aufgabe (8), (9), bei festem W definierten Funktionen entwickeln läßt. Dieser Entwick 
lungssatz ist allerdings von Haupt auch nur unter Voraussetzung gewisser Stetigkeits 
bedingungen erbracht worden, die, ähnlich den oben von Oseen vorausgesetzten, nicht 
hydrodynamisch begründet sind. Nach Analogie der über Fouriersche Reihen seit langem 
vorliegenden Resultate dürfte aber die Ertwickelbarkeit nicht auf die so eingeschränkte 
Funktionenklasse beschränkt sein, wohl aber die absolute Konvergenz der Entwicklung 
Hierauf werden wir unten noch eingehen’). 

Hiermit hat diese Gruppe von Untersuchungen einen gewissen Abschluß erreicht 
Mit einem nachher noch zu erwähnenden Vorbehalt kann ıman sagen, daß sie die Sta- 
bilität der Laminarbewegung, soweit man sie durch den linearen Ansatz feststellen 


kann, beweisen. Es liegt hiernach theoretisch keine l.abilität in dem Sinn vor, wie sie 


z. B. bei einem in der Längsrichtung belasteten Balken besteht, der, ohne Berücksichti 
gung anderer Umstände, oberhalb der »Knickgrenze« sich bekanntlich theoretisch und 
empirisch als labil erweist. 


2. Energetische Ansätze. Osborne Reynolds‘), der Begründer der Turbulenz 
theorie, hat die Stabilitätsfrage enger gefaßt, als der im vorausgehenden Abschnitt be 





I) Ein Beitrag zur hydrodynamisch:n Erklärung der turbulenten Fıüssickeitsbewegunz:! Atti del 
IV, eongr. intern. dei Matematici, Roma, 1908. 
2, 1. e. p. 119 ff. 


3) Der Verlauf kleiner Schwingungen aıf e!ner Strömung reibender Flüssigkeit; An d. Ph 
13 (1914). 

') Beitrag zum Öszillationsproblein: Heinrich-Weber-Festschrift, 1912. . 252: "]. auch: Kleine 
Sehwinzunse ı und Turbulenz:; Jahresber. d. «deutschen Math. Ver., \NXI, 1912. p. 21, 

) Ueber die Entwieklunz einer wilikürliehen Funktion nach den Kizenfunktionen «des Turbulenz 
problems; Sitzungsber. d K. bayr. Akademie d. Wiss, Math.-Phys. Kl. 1912, 289 Haupt fordert 
3 mai stetie2 Differenzierbarkeit der Geschwindigkeit der Anfungsstörun l. c., 8. 300) oder eine gleich 
wertige Bedingung: Hydrodynamisch läßt sich nnr I mal stetige Differenzierbarkeit begründen 

6, 1.c. S. 126°) und Phil. Trans. A 186, Part I 1895 (Papers Il, p. 535): On the dynamical theoı 


of inesmpressible Viscous Fiuids and the «determination of the eriterlon. 
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sprochene Rayleighsche Ansatz der kleinen Schwingungen. Wenn wir ihn trotzdem, 
nachdem der letztere bereits zu einem negativen Resultat geführt hat, noch erwähnen 
müssen, so ist es deshalb, weil er doch auf Fälle hinweisen kann, in denen die Neigung 
zur Labilität bei dem Rayleighschen Ansatz der Zerlegung in Partialschwingungen ver- 
deckt bleiben würde. Reynolds betrachtet eine vorgegebene »mittlere Strömung«, der 
Störungsbewegungen überlagert sind. Die mittlere Bewegung ist definiert als laminare 
Strömung, während der zeitliche Mittelwert der Störangsbewegung verschwinden soll ?). 
Er fragt, ob die Energie der in einem beliebigen Zeitpunkt vorgegebenen Störung mit 
der Zeit anwächst oder abnimmt. Setzt man in unseren Grundgleichungen (1) 
7 U, > %ı. . 9 U, 


wobei //, die mittlere Bewegung (zu unterscheiden von der früheren »Grundbewegung«) 
und 4,®, die Störungsbewegung bedeuten, so ist die Energiezunahme der Störungs- 
bewegung: 

dl 


dt 


u KZ dw u | Pd, 
worin 
»=2(,-) + > ) +( ee; ee 
(la “7 c!a ey 
die Dissipationsfunktion, ferner 
DT, 


P, Hıdı 
Oy 
bedeutet und die Integrale über den ganzen Flüssigkeitsraum zu erstrecken sind. Wenn 
die Störung so gewählt werden kann, daß ‘/’, negativ wird, so muß bei hinreichend großer 
Reynoldsscher Zahl !\ das zweite Integral das erste überwiegen, die Energie der Störung 
also zunehmen Reynolds hat spezielle Störungsformen untersucht, für die diese Grenze 


sich zu SU = 517 ergab; H. A. Lorentz?) hat (für den Couetteschen Fall) durch andere 
Wahl der Störung N = 255 gefunden. Sharpe’) hat die Grenze auf 167 herabgesetzt. 


W. M. F. Orr‘) formuliert die Aufgabe als ein Variationsproblem, (das Verhältnis des 
Integrals über ‘’, zu dem über “, möglichst groß zu machen), das auf die Randwert- 
aufgabe führt: 


9 
ec) U/ 


id up } N —— |) 
OITOy 
bei den Randbedingungen 
do 
ı == U 
OY 
und findet so den numerischen Wert Ni = 177 durch Ansatz spezieller l,ösungsformen, 


die aber noch nicht den kleinstmöglichen Wert ergeben. 


G. Hamel’) hat das nämliche Variationsproblem in mathematisch schärferer Form 
und auch für den Fall der Strömung in Röhren begründet. Durch Zurückführung auf 
eine Integralgleichung zeigt er zugleich, daß es immer eine von O0 verschiedene »kri- 
tische«e Revnoldssche Zahl in diesem Sinne gibt. 

Haben nun diese Betrachtungen weitergehende Bedeutung als die vorausgehend 
besprochene Zerlegung in (kleine) Partialschwingungen? Soweit sie an die dortigen Vor- 
aussetzungen (kleine Anfangsstörungen mit weitgehenden Stetigkeitsbedingungen) gebunden 
bleiben, sicher nicht. Die energetischen Betrachtungen fragen nämlich nur nach dem anfäng- 
lichen Anwachsen oder Abnehmen der Turbulenzenergie. Das in Frage stehende System 
ist aber kein »abgeschlossenes«: bei einem solchen ließe sich die Gesamtenergie als Summe 
der Teilenergieen berechnen, die, einzeln angeregt, den Partialschwingungen entsprächen, 
und wenn diese gedämpft sind, also ständig abnehmende Energie haben, muß auch die 
Gesamtenergie aperiodisch abnehmen. Es ist vielmehr nur dem einen Freiheitsgrad 
eines gekoppelten Systems vergleiehbar, dessen anderer Freiheitsgrad die laminare Haupt- 


Vergl. auch H. Lamb: Hydrodynamies, 8 >46 (deutsche Ausgabe von Fiiedkl, S. 743). 
Turbulente Flüssiekeitsbewegungen . . .; Abh. über theor. ı bysik (1907), S. 54 (Neubearbei- 
tanz einer Arbeit aus dem Zittingsverslag Akad. v. Wet. Amsterdam 6 (1897), S. 28. 
) Sharpe: On the stability of the motion of a viscoos liquid: Trans. Amer. Math. Soc. 
VI, 4 1905 
1 0 81329°), 8 124 1. 
Zum Turbulenzproblem: Nachr. d. Ges, d. Wiss Göttingen, Math.-Phys. Kl. 1911. 
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bewegung wäre. Daher kann seine Energie zeitweise zunehmen, ohne daß damit Labilität 
verbunden wäre, die Energie kann selbst gedämpfte Schwingungen ausführen. Die 
energetischen Methoden ergeben deshalb höchstens eine untere Grenze für die kritische 
Reynoldssche Zahl. 

Andererseits kann das zeitweise Anwachsen der Energie für die Stabilitätsfrage 
doch wesentlich in Betracht kommen. Entsprechend dem Anwachsen der Energie muß 
hier, wenigstens zeitweise, trotz der gesicherten Stabilität der Partialschwingungen, mit 
einem starken Anwachsen der Turbulenzamplitude gerechnet werden. (Solche Fälle treten 
z. B. bei einem Freiheitsgrad eines gekoppelten Systems immer auf, wenn »Schwebungs- 
erscheinupgen« vorliegen.) Dadurch können aber leicht die Voraussetzungen des linearen 
Ansatzes, der in der Methode der Partialschwingungen und auch in der Kelvin-Oseen- 
schen Methode enthalten ist, über den Haufen geworfen werden. Denn wir haben es, 
wenn auch mit kleinen, doch stets mit endlichen Störungen zu tun Hierin liegt die Be- 
deutung der energetischen Ansätze: Sie können, trotz der gesicherten Stabilität der Partial- 
schwingungen, auf Fälle hinweisen, wo die Voraussetzungen des linearen Änsatzes hinfällig 
werden. So drängen diese Betrachtungen dazu, die Stabilitätsfrage nicht auf unendlich 
kleine Störungen zu beschränken, sondern endliche Störungen ins Auge zu fassen '). 


3. Endliche Störungen. Bereits Lord Kelvin hat aus seinen (allerdings als 
unstreng nachgewiesenen, s. oben) Untersuchungen den Schluß gezogen, daß nicht unend- 
lich kleine, sondern nur endliche Störungen die Laminarbewegung in die turbulente um- 
wandeln können. Die Größe der erforderlichen Störung könne vielleicht um so kleiner 
werden, je größer die Reynoldssche Zahl \i ist. Eine ähnliche Auffassung kommt auch 
bei Reynolds und Rayleigh’) vor, ebenso in der oit zitierten Arbeit von Orr und bei 
Öseen (l. c. S. 130 °)). Man unterscheidet bekanntlich Fälle theoretischer Stabilität bezw. La- 
bilität im Gegensatz zu praktischer Stabilität bezw. Laabilität ‘) und versteht unter ersterer 
Klasse das Verhalten des mechanischen Systems gegenüber beliebige zu verkleinernden 
Störungen, unter letzterer Klarse das Verhalten gegenüber den praktisch vorkommenden, 


Aehnliche Ausführungen finden sich mehrfach in der zitierten Arbeit von Orr, Il, p. 16. 

p: 50, p. 32 f, p. 74, Vergl auch die kritischen Bemerkungen in der voransteh.nden Note von G. Ha 

mel sowie Derselbe: Stabilität und Partikulariösungen linearer Differentialgleichungen, Monatshefte 
f. Mathematik und Physik, XXIII, 1912, S. 312. 

Der ınathematische Gedanke unserer textlichen Ausführungen ist wesent ich folgender: Die Eigen- 

funktionen des Turbulenzproblems, 91 (y’, yalıyı »..-. bilden kein Orthozonalsvstem, «da die Aufgabe 


- 


8), (9) keine selbstadjungierte ist Daher ist auch das «uadratische Integral [f y)dy einer Funktion 


f'y), die nach diesen Eigenfunktionen entwicke't ist 


fy) = Augı (Y) + AayalY) + ..:2. . rt . (a) 
nicht durch die Quadratsumme der Koeffizienten, Aı? + Ay’. .... darstellbar. 
[r Y) day + A,“ 1 As” t (4 


Weun eine willkürliche Antangsstörung gewisse Stetigkeitsbedingungen ertüllt (vergl. Hanpt., 
ih t81°)), so läßt sie sich in eine a’ solut konvergeute Reihe (der Forın («) entwickeln. Sind aher (diese 
hydrodynamisch nicht begrün.dcten Stetigkeitsbedingunzen nieht erfüllt, so muß man nach Analogie der über 
Fouriersche Reiben vorliegenden Resuliate annehmen, daß «lie Reihe auch exisiiert, aber nur bedingt 
konvergent ist. Es sei für = (0 (die Reihe («) eine solche hbedinzt konvergente Reihe. Nehmen wir 
einen Augenblick an, alle Partialschwinzunzen seien zeitlich reia periodisch Dann haben wir 


zur Zeit t: 
f y= A, c03 ßı ty (Y + Ag cos Patze\y) + } Y) 


Da nach Ungleichurg (3) kein Anhalt über das quadratische Integral der Furktion / (y,t), noeh 
weniger über die Funktion f‘y,t) selbst bes eht und («) nur bedingt konvergent angenommen ist, ist es 
möglich, daß «ie Reihe (y) für gewisse t divergent, /(y,t) also unendlich wird In Turbulenzfall sind 
die Teilschwingungen allerdings sämtlich gedämpft, also 

’y,d= Aıe Pı't eos Bıtyı(y) - Aye— det eos Eytya (y) rl ö) 
und die Bi’, ßa' ... bilden eine mit dem Index anwachsende Reihe. so (aß (d) eine absolut konvergente 
Reihe ergibt, aber der relative Unterschied («lieser Dämpfungskonstanten ist nicht erheblich (vergl. L 
Hopf, l.c. S. 131°), S. 42). Man muß daher mit (er Möglichkeit rechnen. daß f(y,*t), wenn nicht unend iehe, 
so doch zum mind’sten zeitweise sehr große Werte annimmt, trotz (der Dämpfung der Partial 
sch wingunıgen. 

-) Ueber Stabilität der Laminarbewezungz einer reibungsfreien Flüssigkeit, Phil Mag. 16. 26 
(1915) (p. 100). 


3) Vergl. Kleina-Sommerfteld: Ueber die Theorie «des Kreisels (Heft ID), Leipzig 1898. S. 350 ff. 
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immer endliehen, wenn auch kleinen Störungen. Nur die erstere Klasse kann die Methode 
der kleinen Schwingungen erfassen, sofern das »praktische« Verhalten abweicht von dem 
theoretischen Kin einfachstes Beispiel bildet eine Kugel, die auf der Spitze eines 
Berres in einer kleinen Versenkurg liegt. Um das praktische Verhalten der Kugel zu 
ermitteln, dürfte man offenbar sich nicht auf die lineare Annäherung beschränken, die die 
Gleichgewichtslage der Kugel immer als einen tiefsten Punkt ergäbe, sondern man muß 
die wahre Bergform einschließlich der Einsenkung berücksichtigen, also mindestens noch 
‚uadratische Glieder mitnehmen, und wird dann die Lage als eine nahezu höchste, also 
labile finden. Analoge Verhältnisse müssen überall in der Physik vorliegen, wo labile 
Zustände sich überhaupt erhalten lassen, z. B. bei überhitzten Flüssigkeiten oder unter- 
kiihlten Dämpfen. Daß ein solcher Fall bei der Turbulenzerscheinung vorliegt, ist durch 
die Ekmanschen Versuche (s. oben) und die späteren oben erwähnten sehr wahrschein- 
lich gemacht. Stellen wir uns die Aufgabe, die Turbulenzerscheinung aus den hydro- 
dynamischen Gleichungen allein abzuleiten, so müssen wir also die bisher unterdrückten 
‚uadratischen Glieder dieser Gleichungen heranziehen. Die erwähnten Versuche scheinen 
zu zeigen: Bei unepdlich kleinen Störungen ist die Laminarströmung immer stabil, in 
Uebereinstimmung mit den Itesultaten der Methode der kleinen Schwingungen. Wenn 
aber durch größere Rauhigkeit der Wände größere Störungen vorkommen, oder durch 
ungeeignete Formen der Zuführung größere Wirbel erzeugt werden, so wird die Laminar- 
strömung Jabil. Die Stabilität ist um so kleiner, je größer die Reynoldssche Zahl der 
Strömung ist. Ks gibt aber keine bestimmte »kritische« Revnoldssche Zahl, sondern diese 
hängt ab von der Größe der vorkommenden Störung. 

Diesen Standpunkt hat F. Noether!) eingenommen. Er geht aus von einer gleich- 
falls laminaren anfänglichen Geschwindigkeitsverteilung U, (y), die aber von der Ver- 
teilung der stationären Laminarbewegung endlich verschieden ist. Der nun folgende 
Strömungszustand kann eine nicht stationäre Laminarbewegung sein, vermittels derer die 
({eschwindigkeitsverteilung sich asvymptotisch der stationären nähert. Wird diese nicht 
stationäre l,aaminarbewegung stabil sein? Die Frage läßt sich, mit hücksicht auf die 
hohen Reynoldsschen Zahlen, die in Betracht kommen, dahin vereinfachen, daß man sich 
die ursprüngliche Laminarverteilung durch kleine Zusatzkräfte aufrechterhalten denkt 
und nun, genau analog dem obigen Ansatz der kleinen Schwingungen, nach der Stabilität 
dieser Strömung fragt. Es hande!t sich also wieder um unsere obige Aufgabe (6), (7), 
worin nur für 7’, die gewählte Anfangsverteilung einzuführen ist. Man muß fragen, ob 
es nun eine Revnoldssche Zahl )ıi (diese wieder durch die mittlere Geschwindigkeit bezw. 
die relative Wandgeschwindigkeit definiert) gibt, bei der Stabilität in Labilität übergeht, 
also in der Bezeichnung von 8. 12) P rein reell wäre. Das erste Beispiel, das F. 
Noether angibt (U, -y' für die Couettesche Anordnung), für das dieser Fall mög- 
lich sein soll, wurde von 0). Blumenthal‘) als irrtümlich nachgewiesen. Doch fand 
F. Noether später für ein anderes Beispiel ‘), das als Nachbarfall einer unstetigen Vertei- 
lung gewonnen wird (konstante Geschwindigkeitsverteilung im Innern des Rohrs, kon- 
stante Geschwindigrkeit gleich der Wandgeschwindigkeit in der Nähe der Wände), daß in 
der Tat der Uebergang zum Jlabilen Zustand möglich ist. Ein bestimmter Wert der 
tevnoldsschen Zahl für diesen Uebergang ergibt sich hiernach noeh nicht, da, der Ein- 
fachheit der Rechnung halber, noch unendliche Wellenlärge der Störung (x = 0) an- 
eenommen ist und nur «it sich berechnen läßt. 

Hiernach ist es möglich, solche laminare Strömungsverteilungen anzugeben (die im 
allgemeinen den Charakter der wirklich beobachteten, in der Mitte gleichförmigen, am 
Rande rasch abfallenden Veıteilungen haben), die, wenn sie durch geeignete, kleine zu- 
sätzliche Reibungskräfte zwischen den einzelnen Schichten aufrechterhalten werden, die 
Ueberlagerung turbulenter Bewegungen ohne dauernde Anregung gestatten. Andererseits 
hat schon H. A. Lorentz‘) gezeigt, daß solche zusätzlichen »lReibungskräftes durch die 
mit der turbulenten Bewegurg verbundene Konvektion von Impulsgröße von selbst ent- 
stehen (dem entspricht in unsrer obigen Darstellung des Reynoldsschen Ansatzes das 


energetische Glied ‘I Es liegt daher nahe, nach solehen Geschwindigkeitsverteilungen 
Ueber « Kntst hu einer tarbulınten Fiüssigkeitsbewegu! g: Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. 
Wiss. 1413, 8. 309 


leber die Entstehung einer tnrbu'enten Flüssiekeitsbewegung: Sitzungs‘ er. d. bayr. Akad. d. 


Zur Theorl» der Turbulenz: Nachr. d. Ges. d. Wiss., Göttingeo, Math.-Pbys Kla’se 1917. 
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zu fragen, die durch die ihnen überlagerbaren turbulenten Strömungen von selbst auf 
recht erhalten werden. Von einer Lösung dieser Frage sind wir noch weit entfernt. 
F. Noether') formuliert die. Aufgabe in der iolgenden Gestalt: Es ist eine komplexe 
Funktion 

u y)= pıWy) + in, (y) 
zu finden, die der Diferentialgleichung genügt: 


Y, a’: aARTı2 2 \ y/a8; a2 
Zr — 20° a +eg = — ( - 0) Fe Zu @*yı) ” - wi X . AU 
mit der Randbedingung ._ sa N AL En | 10 
dy 
für y= = '/a.. Die Aufrechterhaltung der Grundströmung fordert dabei die Bedingung: 
Es soll sein Fr u =. (yı 2 DR: = BREI E 


(mit gewissen Konstanten A, B, die die entsprechende stationäre Laminarbewegung be 
stimmen; «,ß haben die frühere Bedeutung). Es wird gezeigt, daß ihre Lösung als erster 
Schritt einer sukzessiven Lösung der nicht linearen Difierentialgleichung (5), mit den Rand 
bedingungen (7), aufgefaßt werden kann, die nach negativen Potenzen von Y'\% fort 
schreitet. Daß solche Lösungen wirklich existieren, die nirgends mit der Laminarlösung 
zusammenfallen, wird durch die Verzweigungstheorie der nichtlinearen Differentialglei 
chungen nahegelegt (vergl. hierüber die zitierte Note) und kann mit den Sorkauschen 
Messungen (vergl. oben S. 127) in Verbindung gebracht werden, wonach es eine Reihe von 
verschiedenen turbulenten Zuständen gibt. 

Bei dieser Auffassung der Vorgänge kommt der Rauhigkeit der Wände, Unregel 
mäßigkeiten der Einströmungsverhältnisse, mit der Strömung eingeführten Wirbeln eine 
auslösende Rolle zu, sowie eine auswählende: Die verfügbaren Konstanten der 1.6- 
sungen dürften erst durch diese Umstände bedingt sein. Ob eine »kritische Zahl« vielleicht 
in dem Sinne existiert, daß unterhalb derselben eine von der Laminarlösung abweichende 
Lösung überhaupt nicht existiert, bleidt noch offen, sie müßte nach den Schillerschen 
Versuchen (l. ce. S. 127) kleiner als 1400, nach denen von Ruckes (l. c. S. 128) sogar 
kleiner ais 400 sein. 

R. v. Mises?) vertritt eine etwas abweichende Aufiassung. Nach seiner Ansicht 
hat die Turbulenz nicht den Charakter freier Schwingungen, sondern werde durch die 
Wandrauhigkeit dauernd erregt, auch wenn diese als unendlich klein betrachtet werden 
kann. Insofern auch bei unserer Autfassung die freien Schwingungen von der Strömung 
mitgenommen werden und an der Einströmung neu erregt werden müssen, weichen beide 
Auffassungen für ein Rohr von endlicher Länge nicht prinzipiell voneinander ab. Erst bei 
dem theoretischen, unendlich langen ltohr ergibt sich eine scharfe Fassung der l"ragestellung: 
Gibt es dann im ideal glatten Rohr eine von der laminaren abweichende 
»turbulente« Strömungsiorm, die sich, einmal erregt, dauernd zu erhalten 
vermag, oder wird die »Turbulenz« mit der Zeit abklingen, wenn sie nicht 
durch andauernde Störungen immer neu erregt wird? Haben also die Störungen 
nur auslösenden, oder für die Möglichkeit der turbulenten Strömung wesentlichen, er 
regenden Charakter??”) Von sekundärer Bedeutung ist die Frage, ob die Wandrauhig- 
keit oder die Form der Einströmung die Störungen hervorbringt. L. Schiller (l. ec.) ent- 
scheidet sich hier für die letztere Annahme, auf Grund seiner oben erwähnten lesultate, 
daß das Einschneiden eines Gewindes in die Rohrwand den Eintritt der Turbulenz nicht 
beeinflußte. Doch kann dieser Versuch kaum als beweisend betrachtet werden, da hier 


I) Zur Theorie «ler Turbulenz: Jahresber. dl. «deutschen Math. Ver. 23 (1614), S. 138. 

2) Kleine Schwingungen un«d Turbulenz: Jahresber. «d. deutschen Math. Ver. 21, 1912, S. 211, 
Vergl. aueh den Einführungsavufsatz dieser Zeitschrift. Bd. 1, 1921, S. 13. 

3) Die Misessche Auffassung scheint mir, wenigstens unter Beschränkurg auf den linearen An 
satz, kaum durchführbar. Die Auffassung dır Turbuleı z als freie Schwingungen im rauhen Rohr ınuß 
zu einem ähnlichen Ansatz führen wie der erzwungener Schwingungen im glatten Rohr, im Gegensatz 
zu den Ansätzen von Orr, Sommerfeld usw., die freie Schwingungen im zlatten Rohr suchen. Es 
ist aber eine bekannte Tatsache, daß erzwungene Schwingungen nur dann großen Einfluß haben, wenn 
die entsprechenden freien vorhanden sind, mit denen sie in Resonanz treten können. Vielleicht können 
statistische Berrach.ungen über die Schwierigkeit hinweghelfen, wern man an eine ähnliche Wirkung 
der Superposition vieler Schwingungen denkt, wie wir sie in $ 2 (S. 152) schon bei den energetischen 
Ansätzen als möglich hinstellten. 
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das wesentliche Charakteristikum der Rauhigkeit, die »molekulare Unordnung«<, fehlt. Für 
die Auffassung der Turbulenz als freier Schwingungen spricht aber noch eine einfache 
Ueberlegung. Bei dieser Auffassung kann die Turbulenzenergie nur auf Kosten der 
Energie der laminaren Grundströmung entstehen. Ist nun die mittlere Strömungs- 
geschwindigkeit (Durchströmungsmenge) gegeben, so kann man fragen, bei welcher Ver- 
teilung der Grundströmung deren Energie möglichst klein ist. Man hat die Aufgabe zu 
lösen, das Integral 


lv =} U? / dıy 


möglichst klein zu machen, wenn 


( Iu(y)dy 


w 


vorgegeben ist. Man findet ohne Schwierigkeit nicht die stationäre laminare Verteilung, 
sondern die z<leiehförmizre Verteilung über den Querschnitt: U= n. Es ist daher 
verständlich, daß die Entstehung dieser gleichförmigen Verteilung, die annähernd wirklich 
beobachtet wird, mit der Entstehung von Turbulenzenergie verbunden sein kann, die 
in freien Schwingungen zu Tage tritt. Die erhöhte Widerstandsarbeit ist auf die ver- 
stärkte Poiseuillesche Reibung am hand zurückzuführen. 

R. v. Mises') hat ferner eine Ahschätzung der erforderlichen Größe der Turbu- 
lenzbewegung mitgeteilt, die, im obigen Sinn, die beobachtete mittlere Strömungsvertei- 
lung aufrechterhalten kann. Sein Weg stimmt im Wesen mit unserer Gleichung (11) 
überein, in der das erste Glied auf der rechten Seite die Turbulenzreibung bezeichnet. 
Wegen der großen Werte von I, die in Betracht kommen, ist ersichtlich, daß sehr kleine 
y,y' ausreichen können, um an Stelle der stationär laminaren Verteilung die gänzlich 
veränderte mittlere Verteilung der hydraulischen Bewegung treten zu lassen. Mises be- 
rechnet in einem Beispiel für die Turbulenzgeschwindigkeit wenige Hundertstel der mitt- 
leren Geschwindigkeit. 

Zusatz. 

Einige Untersuchungen über verwandte Fragen. Von verwandten Unter- 
suchungen wären vor allem Experimentalbestimmungen von Viskositätskoeffizienten zu 
nennen, auch der »scheinbaren« Koeffizienten im Gebiete turbulenter Strömung. Statt 
diese zahlreichen Untersuchungen im einzelnen zu besprechen, sei auf die Referate in 
den physikalischen Literaturberichten (Beiblätter zu den Annalen der Physik, Fortschritte 
der Physik) sowie für die älteren auf das eingangs zitierte Buch von Brillouin ver- 
wiesen. Eine weitere Gruppe befaßt sich mit dem Uebergang von »laminarer« zu turbu- 
lenter Strömung bei verwandten Versuchsanordnungen. Die besprochenen Fragen. be- 
zogen sich auf die Strömung im geraden Kreisrohr und die geradlinige zwischen 
parallelen Wänden, endlich die Kreisströmung zwischen koaxialen Zylindern (Couette). 
Andere Anordnungen, die unterswcht wurden, sind die Strömung zwischen parallelen 
Platten, von denen die eine gleichförmig rotiert‘), die Strömung zwischen konzentrischen 
Kugeln, deren eine gleichförmig rotiert‘) und die Strömung im spiralförmig gewundenen 
Kreisrohr'),. Die Verfasser finden in jedem Fall gleichfalls Uebergang von »laminarer« 
zu turbulenter Strömung, aber nicht, wie bei Reynolds, einen sprunghaften Uebergang, 
sondern stetige Entwicklung der turbulenten Strömungsform. Diese Erscheinung hat aber 
nichts mit den vorher besprochenen Abweichungen von den Reynoldsschen Beobach- 
tungen zu tun, wie die Verfasser anzunehmen scheinen und z. B. Zemplen wirklich 
ausspricht. Bei der Reynoldsschen und Couetteschen Anordnung handelt es sich 
darum, daß die genau laminare Strömung immer möglich ist, aber bei größeren Geschwin- 
digkeiten praktisch nicht eintritt. Anders liegen hier die Verhältnisse. Die »Laminarströ- 


I) Elemente der Technischen Hydrodynamik (Leipzig 1914), Nr. »1 
H. Sınders: Untersuchungen über die Rewegungen einer zähen Flüssigkeit un‘er einer rotie- 


rerden Platte (Diss. Erlangen), Verh. d. deutschen Phys. Ges. 1912, S. 799. 

’) Gg. Zemplen: Untersechungen über d’e innere Reibung der (iase, Ann. d. P’hys. 29 (1909), 
p. 869; Ann. d. Phys. 88 (1912), p. 71. Gg. Zeinmplen und B. P’ogany: Uber die innere Reibung 
von Flüssigkeiten, Aun. d Phys. 41 (1916), p. 39. 

) @. Lechner: Untersuchungen der Turbulenz bei Wasser und (uecksilber heim Fließen durch 
spiralfürmizr gewundene Kapflllarea (Diss. Würzburg), Ann. d. P’hys. 42 (1915), p. 614. 

















-l 


Heft 2 Noether, Das Turbulenzproblem : 


mung« ist hier eine nur für sehr kleine Geschwindigkeiten gültige Annäherung), ähnlich 
wie die bekannte Stokessche Strömung um Kugeln? bei kleinen Geschwindigkeiten. 
Führt man in jedem Falle eine durch die Dimensionen des Apparates und die physika- 
lischen Konstanten definierte Reynoldssche Zahl \\i ein, so läßt sich der Strömungszustand 
bei Rücksicht auf die quadratischen Glieder darstellen durch eine Reihe’): 
U- uU+U N + WW’ +-UG|N’+..., 

die den stetigen Uebergang aus der Laminarströmung zur turbulenten vermittelt. 
Zempl&ns Annahme, daß die Turbulenzerscheinung bei Couette auf den Einfluß der 
Zylinderenden zurückzuführen sei, und bei der Kugelanordnung wegen des Fehlens der 
Enden verschwinde, ist nach dem Vorstehenden nicht begründet. Es bleibt aber auch in 
diesen Fällen bei höheren Geschwindigkeiten der unstetige Uebergang zu anderen Strö- 
mungsformen denkbar, wie er in der Aerodynamik mehrfach bekannt ist '). 


Weiter sind Untersuchungen über die Strömung in konvergenten oder divergenten 
Röhren zu erwähnen. Damit beschäftigt sich Gibson in einer größeren Reihe von 
Arbeiten. Er bestimmt theoretisch durch entsprechende Näherung die »Laminarströmung 
in solchen Kreisrohren, d. h. die Strömung, bei der die von der Spitze des Trichters aus- 
strahlenden Radien Strömungskurven sind’), bei kleinen Oefinungswinkeln des Trichters. 
Bei seiner Näherung ergibt sich kein Unterschied zwischen Aus- und Einströmung durch 
den Trichter. Die nämlichen Strömungen untersucht er experimentell®) durch Messung des 
Strömungswiderstandes und findet das (auch aus technischen Untersuchungen bekannte) 
Resultat, daß der turbulente Zustand beim Ausströmen (nach der Trichterölinung hin) 
früher eintritt, als bei Einströmung. Das Resultat entspricht unserer obigen Auffassung, 
da die Ausströmung leichter zur Wirbelbildurg Veranlassung gibt, als die Einströmung. 
Bei Einströmung geht die kritische Geschwindigkeit rasch in die Höhe mit wachsendem 
Konvergenzwinkel des Trichters, sie ergibt sich in seinem Maßsvstem bei den benutzten 
Röhren mit Wasser zu: 


a eng 0° 5° 7'/a® 10° 15" 
kritische mittlere Geschwindigkeit . . . . .. 0,133 2,7 3,4 1,3 5,7. 


’ 


Ferner liegt noch eine wichtige theoretische Untersuchung über diesen Gegenstand 
vor‘). G. Hamel fragt nach Strömungsformen, die sich hei Berücksichtigung der qua- 
dratischen und der Reibungrglieder streng behandeln lassen. Unter der Forderung, daß 
die Stromlinien die einer Potentialströmung sein sollen, während die Geschwindigkeits- 
verteilung eine andere ist, ergeben sich bestimmte Spiralströmungen, und zwar auf log- 
arithmischen Spiralen. Ein spezieller Fall ist der, daß der Windungswirbel der Spirale zu 
0 wird, die Strömung also in eine von einem Punkt divergierende oder zu ihm konver- 
gierende ausartet. Das wichtigste Resultat der Untersuchung ist, daß beim Ausströmen 
(auch in Spiralen) der Oefinungswinkel eines Spiralkanals (bezw. Trichters) bei gegebener 
mittlerer Durchströmurgsmenge nicht beliebig, sondern nach oben hin begrenzt, und um- 
gekehrt bei gegebener Oeiinung die Durchströmungsmenge begrenzt ist, damit eine »lami- 
nare« Strömung überhaupt möglich ist. Beim Einströmen dagegen ergeben sich keine 
solche Einschränkungen. Man wird darin eine weitgehende Analogie zu den experimen- 
tellen Erfahrungen sehen. Weiter hat Hamel auch Nachbarlösungen dieser Strömungs- 
formen untersucht, ohne aber auf die Stabilitätsifrage einzugehen. 


), vergl. auch G. Kirchhoff: Vorl. über mathematische Pbysik, I. p. 375. 


-) MH. Lamb: Hydrodynamies. $ 325 1. 
»), C. W. Oseen: Ueber (den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsforinel; Archiv f, Mat. 
Astr. och Fysik (19.2). — F. Noether (eben»o, Zeitschr. if. Mathematik u Physik 19 2 und Geg 


Zemplän, 1. ce. (S. 136°)) nahmen irrtümlich an, daß in (ler Reihe nur die geraden Potenzen von N vor- 
kommen könnten. 

', vergl. die bekannten Versuche von Eitel sowie L. Prandtl: Ueber den Widerstand von 
Kugeln. Göttinger Nachrichten, 1915 

»» A. H. Gibson: On the steady flow of an incompressible viseous NHuidl through a eireular tube 
with uniformly eonverginz boundaries. I’hil. Mag. (6) 18 (1909), p. 35. 

6, A. H. Gibson und H. Grindley: (n the frietional resistance cf the flow of sir throurh 


a pipe. Proc. R. Soc. London 80 (1908), p. 114. — : On the flow of water through pipes and pas- 
sages, Proc. R. Soc. (85) 1910, p. 366. - : On the re:istance to flow of water through diverging 
boundaries. Trans. R. Soe. Edinbourgh 45 (1913), p 8% 


", &. Hamel: Spiralförınige Bewegungen zäter Flüssigkeiten, Zeitschr. d. deutschen Math. Ver. 
XXV (1916), p. 34. 
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Endlich seien noch einige theoretische Fragestellungen genannt, die dem Reynolds- 
schen bezw. Couetteschen Fall verwandte Strömungsformen, aber unter anderen phvsi- 
kalischen Bedingungen, behandeln. L. Hopf‘) behandelt, von der Vorstellung ausgehend, 
daß die Turbulenzschwingung den Zusammenhang der Flüssigkeit an der Wand lockere, 
den Grenzfall der Flüssigkeitsströmung zwischen nachgiebigen Wänden, für den aiso nicht 
die normale Geschwindigkeitskomponente an der Wand, wohl aber der Druck verschwindet. 
Für diesen Grenziall ergibt die Methode der kleinen Schwingungen schon bei kleiner 
keynoldsscher Zahl Labilität. Für das eigentliche Turbulenzproblem scheint mir diese 
Fragestellung nicht in Betracht zu kommen. Wir haben ja gesehen, daß, im Sinne der 
kleinen Schwingungen, auch die genaueren Experimente keine Labilität ergeben. Außer- 
dem zeigt eine weitere Verfolgung des Hopfschen Ansatzes, daß er nur bei sehr ge- 
"ingem Elastizitätsmodul der Wände zu Abweichungen von den früher erwähnten Resul- 
taten führt, während die den Versuchen zugrunde gelegten Wandungen praktisch als starr 
angesehen :werden müssen. Auch in den vielfach erwähnten Arbeiten von Orr?) finden 
sich ähnliche Randbedingungen behandelt. Einen neuen Gesichtspunkt in der Turbu- 
lenzfrage ‚hat L. V. King‘) durch die Berücksichtigung der Kompressibilität der Flüs- 
sigkeit ‚und der damit verbundenen Schallwellen herangezogen. Doch scheinen seine 
\usführungen, die sich auf Beobachtungen im laminaren und turbulenten Gebiet stützen, 
noch wenige geklärt und erfordern jedenfalls zunächst genauere theoretische Durch- 
arbeitung. 33 


Die Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der 
Technik. 


Von G. WALLENBERG in Berlin-Wilmersdorf. 


Vortraw, eehalten am 26. Januar 1920 im Aussehuß für teehnische Mechanik des Berliner 
Bezirksvereines deutscher Ingenieure, 


in altes lateinisches Sprichwort sagt: »Natura non facit saltus« (Die Natur macht keine 

Sprünge). Dieses Sprichwort hat heute keine Geltung mehr: In der Physik ist in 

neuerer Zeit eine entschiedene Tendenz zum Diskontinuierlichen hervorgetreten — 
ich erinnere nur an die Elektronentheorie, die Plancksche Quantenhypothese und die Born- 
sche Theorie des Raumgitters —, eine Tendenz, die wegen ihrer Fruchtbarkeit und der 
bereits erzielten Erfolge wahrscheinlich auch nicht so bald wieder daraus verschwinden 
wird. Was bedeutet das für uns Mathematiker? Nicht mehr und nicht weniger, als daß 
die Differentialgleichungen nicht mehr ausreichen, um den Verlauf aller Erschei- 
nungen zu beschreiben, sondern daß man zu den Differenzengleichungen seine Zu- 
flucht nehmen muß. In der Tat mehren sich die Fälle, daß Physiker und in noch höhe- 
rem Grade 'l’echniker bei der mathematischen Behandlung der ihnen entgegentretenden 
Probleme auf Dilferenzengleichungen stoßen. Der bekannte Brückenbauer und Statiker 
Müller-Breslau an unserer Technischen Hochschule und seine Schüler rechnen schon 
seit Jahren mit Differenzengleichungen; die Clapeyronsche Gleichung für die Stützen- 
momente des durchlaufenden Trägers ist, wie wir sehen werden, nichts anderes als eine 
Diiierenzengleichung. 

Ferner nenne ich A. Russel, Phil. magaz. Bd. 11 (1906): es handelt sich da um 
das elektrische Feld zwischen zwei Kugeln; M. Pupin, Transactions of Amer. Inst. of 
El. Eng. 1900, $S. 245 (Theorie der Pupinleitung: vergl. auch Breisig, E. Tl’. Z. 1909, 
S. 462); F. Emde, Klektrot. u. Maschinenbau, Wien 1906, S. 945, $ 20 (Berechnung von 
Drehmagneten für vorgeschriebenes Drehmoment); R. Ridenberg, Elektrot. Zeitschr. 
1914, $S. 412 (Spannungsverteilung an Kettenisolatoren); K. W. Wagner, ebenda, Heft 23, 
24, 25 (Induktionswirkungen von Wanderwellen in Nachbarleitungen), Arch. für Elektro- 
techn. III (1915) (Theorie des Kettenleiters nebst Anwendungen) und Arch. jür Elektro- 
techn. VI (1918), S. 301ff. (Wanderwellen-Schwingungen in Transformatorwicklungen) und 
endlich mehrere Abhandlungen von W. Rogowski in dem von ihm herausgegebenen 
\rch. für Elektrotechn. VI (1918) und VII (1919) über Spulen und Wanderwellen. 

Zur Theorie der Turbulenz, Ann. d. Physik 56 (1919), p. 538. 
l. e. S. 1299. z. B. II. Artikel 12. 
Turbulent flow in Pipes and Channels: Philos, Magazine 16, 32 (1916) p. 322. 
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Herr Wagner sagt in der ersten Abhandlung: »Bei manchen Aufgaben, wie bei 
der Berechnung vieliacher Reflexionen von Wanderwellen, der Spannungs- und Strom- 
verteilung in künstlichen Leitungen, in Widerstandssätzen mit Rücksicht auf die Kapazität 
der mit den einzelnen Spulen verbundenen Metallteile, und bei ähnlichen Problemen bietet 
sich die Differenzengleichung ganz von selbst dar. Leider werden die Differenzenglei- 
chungen in den gangbaren mathematischen Lehrbiüchern für Ingenieure und Physiker 
überhaupt nicht behandelt.<« Es wäre in der Tat sehr wünschenswert, wenn dies recht 
bald geschehen würde; einen kleinen Anfang dazu hat W. Hort in seinem Buch: »Die 
Differentialgleichungen des Ingenieurs«') gemacht. Wenn die Physiker und Techniker sich 
bisher mit Differentialgleichungen beholfen haben, so liegt der Grund darin, daß die 
Theorie der Diiferenzengleichungen, obwohl die ältere Schwester der Differentialglei- 
chungen, gegen diese hochentwickelte Disziplin bis in die neueste Zeit arg zurückgeblieben 
war. Als ich im Jahre 1909 zusammen mit dem Norweger Alf Guldberg mein Buch: 
» Theorie der linearen Differenzengleichungen« (Teubner, Leipzig und Berlin 1911) zu 
schreiben begann, war mein Hauptzweck, wenigstens die formale Seite der Theorie auf 
das Niveau der Differentialgleichungen zu bringen, da über die funktionentheoretische 
Seite, d.h. über die analytische Darstellung der Lösungen einer linearen Diilerenzen- 
gleichung und die Erforschung ihrer funktionalen Eigenschaften, damals nur ganz ver- 
einzelte unzusammenhängende Arbeiten vorlagen; in den letzten Jahrzehnten war fast voll- 
ständige Stille auf diesem Gebiete eingetreten. Aber gerade in den Jahren 190% bis ID11, 
in denen ich mein Buch verfaßte, begann es sich auf unserem Felde zu regen, und ich 
konnte durch Benutzung mir übersandter handschriftlicher Aufzeichnungen des jungen 
dänischen Astronomen N. E. Nörlund, der jetzt Professor der Mathematik in Lund ist, 
dem Werke einen gewissen Abschluß geben. Seit dem Erscheinen des Buches, also in 
Ss Jahren, ist nun bereits eine ganze Literatur über die Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen entstanden, so daß diese ihrer jüngeren Schwester, der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, fast ebenbürtig geworden ist; deutsche, französische, englische, 
italienische, holländische, dänische, norwegische, russische, amerikanische und japanische 
Forscher sind daran beteiligt. — Also wir Mathematiker sind gerüstet und können den 
neuen Problemen, die Physik und Technik uns stellen, mit Ruhe entgegensehen. 

Ich möchte Ihnen nun in dem heutigen einführenden Vortrage zeigen, was man 
schon mit den einfachsten, elementarsten Hilfsmitteln auf diesem Gebiete leisten kann, um 
Sie zur Benutzung dieser Hilfsmittel und damit zum Studium der Differenzengleichungen 
anzuregen. Zu diesem Zweeke will ich zunächst das nötigste Handwerkszeug herstellen, 
indem ich Ihnen kurz den Begriff der Differenzengleichung und ihrer Lösung entwickle: 
Ist y. eine Funktion von & — man schreibt in der Differenzenrechnung das Argument 
gewöhnlich als Index —, so ist bekanntlich die »Differenz« Ay, definiert durch die Glei 
chung J/y,=Yr+h— Yı, worin A eine endliche Größe ist, die ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit gleich 1 gesetzt werden kann, also J/y. = yr +1 y.; ferner die »zweite 
Differenz«: 

A? y, z=e JA y, =Yr+?2 Yz+i- (yı Ley )=Yz+2 2Yx +1+ %Yı USW. 

Unter einer Differenzengleichung nter Ordnung versteht man nun eine Gleichung 
zwischen der zu bestimmenden Funktion y, und ihren ersten nDifferenzen, deren Koeifi- 
zienten die unabhängige Veränderliche x enthalten können, also eine Beziehung von der 
Form: Fis,4, Ays :: 4: I"y) 0. 

Setzt mau für Ay,, J’y. usw. ihre Werte ein, so resultiert eine funktionale Be- 
ziehung: 

db (, Yo, Yxz +1, Yı +2, +» Yr} n) u v, 
in welcher Differenzen gar nicht mehr erkennbar sind; trotzdem nennt man auch diese 
eine Differenzengleichung. 

Für die Technik sind nun von besonderer Wichtigkeit die linearen Differenzen- 
gleichungen von der Form: 


(1) (Z) n) 
Yx E= n + pP: I Yır u, | + Pa 2) Ya + n = + ee — P: Y: - (Ir, 
worin die p,® und g. gegebene Funktionen von & sind; ist g,.—= 0, so heißt die lineare 
Differenzengleichung homogen. — Für eine große Reihe von Problemen der Technik 


') Inzwischen ist eine ausgezeichnete Schrift von P. Funk >»De Jlinearen Differenzengleichungen 
und ibre Anwendurg in der Theorie der Baukonstruktionen« (J. Springer, Berlin 1920) erschienen 
Vgl. die Be-prechung S. 147 dieses Heftes, 
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eenügt schon die Betrachtung linearer Dilierenzengleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten und die Beschränkung auf ganzzahlige x (nämlich auf x als Index). In diesem 
Falle läßt sich aber leicht die allgemeine, bereits von Lagrange geiundene Lösung der 
Differenzengleichung angeben. Liegt z. B. eine homogen lineare Dilierenzengleichung 
dritter Ordnune vor: 
Yz+3- Pı Yı 2+ P2Yr +1 + Ps Yı = U) ; i 4 . R (A), 
worin 91, P:, ps Konstanten sind, so machen wir den Ansatz y.= «a*, wo « noch zu be- 
stimmen ist, und erhalten nach Division durch «” für «@ die sogenannte »charakte- 
ristische« Gleichung: 
(L - Pı “%" + Mm % + P; V, 
deren Wurzeln &, “, & zunächst voneinander verschieden sein mögen: dann ist, wie 
aus der Linearität der Differenzengleichung ohne weiteres folgt, 
Y. = Cı 01" + 093? + 63 43" (Cı, €2, cs willkürliche Konstanten) 

die allgemeine Lösung der Difierenzengleichung (A): die willkürlichen Konstanten werden 
durch die »Anfangsbedingungen« des Problems bestimmt. Ist & = «,, so lautet die all- 


gemeine Lösung: 


Yı = (Cıı" Ca Cl" + (3135 
ist a X = d;, SO lautet die l,ösung: 
Yy. = Ccıı" + 9X” + 03%" 0, 
Sind zwei Wurzeln konjugiert komplex: «=g (cosy -+-’sing), = v(cos 
sing), so ist a —= 0" (cosay + isinrg), @ 0" (c0SXx I ’sinzg), also die 

alleemeine Lösung: 

Y Ch o"coszg + Ge'sin„g +6 a" (Gb =Cı +, Or = tl C3) 

Liegt eine vollständige lineare Difierenzengleichung vor: 

Po Yx +3+ Pıyr +27 P: Y«+ 1 rP Yı =4 (B) 

q Konstante), so setzen wir zunächst an .—=P (P Konstante) und erhalten (yo + pı 


F pa + ps) = q, also die Partikularlösung: 
po+Pı +Pp2 +Pp3 
und daher die alloemeine Lösung: 
%Y Cı 81 -+ 63 Os —+- 03,03’ + p 
mit den etwaigen oben angegebenen Modifikationen: im Falle 2 p =0 muß „=Px 
ı (I) 
angesetzt werden. 

Eine Differenzengleichung (A) oder (B) kann als Rekursionsformel aufgeiaßt wer- 
den, und als solche tritt sie gewöhnlich in der Technik auf; sie vertritt dann unzählig 
viele Gleichungen, die man erhält, wenn man 2=0,1,2,3,... setzt, und wir sind jetzt 
imstande, irgend ein Glied der Reihe yo, yı, Ya, Y3, z. B. das tausendste, sofort anzuschrei- 
ben, falls die drei ersten yo, Yı, ya gegeben sind. Ganz analog liegen die Verhältnisse 
bei der allgemeinen linearen Diiferenzengleichung „ter Ordnung. Ich will Ihnen nun an 
einigen Beispielen zeiger, wieviel man bereits mit diesen einfachen Hilfsmitteln leisten 


kann. Zunächst folgendes Beispiel: 


Yy+ıt ?yaıst3pı2t2yıı tal... 2. MM. 
Die charakteristische Gleichung 
@' > 204 3 «?° 208 | = (a I « 4 1)’ == () 
besitzt zwei Doppelwurzeln 
an 2 
4, =(08 tisin 
.) ) 
daher lautet die allgeineine Lösung: 
) an 2 N  % 
y (ao + dı X) cos , x + (Pf + Pı 2) sin =. 7, 
« «) 


worin «, &ı, Po, dı willkürliche Konstanten sind. Soll nun z. B. unter der Annahme 


Yo = Yı y=V(V, yp= | 
yıoo berechnet werden, so lassen sich diese Konstanten aus den Anfangsbedingungen 


folgendermaßen bestimmen: 
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Yı - u = , 43 Ko 4 Ö (£} U, 
/ 2 ! 7 a i 
| - \d£, } «ı) COS + f?vÜ ! Pi sın \ N, 
.) ’ 
In J . wi 
Y _ (in 4 ‘) ı) GOSs —+- \Po \ > rPı sın | 
also: b | : 
« N . (X) U, (£ zu >. i?0 i Pı = — 
sın 
folglich: RR a | U, wenn & — 5k (k beliebige ganze Zahl), 
y \ sin —- = x I, wenn = 35k-+1, 
2 
P | x, wenn ı 3k 13 


und daher %100 — 9% 

Das zweite Beispiel wähle ich, dem Zwecke meines heutigen Vortrages entspre- 
chend, aus einem Ihnen naheliegenden Gebiet, der Statik; und zwar wähle ich als ein- 
fachste Anwendung die Theorie des kontinuierlichen Balkens (nach W. Hort »Die Diffe- 
rentialgleichungen des Ingenieurs«). Bekanntlich gilt für die Stützenmomente M, eines 
kontinuierlichen Trägers, der in jedem Feld gleichmäßig belastet ist, die Clapeyronsche 
Gleichung (Hütte 1908, I, S. 468). Sind die Stützen alle gleich hoch, die Stützenentfer- 
nungen alle gleich groß (—=/!) und die Belastungen in allen Feldern gleich ,, so lautet 
diese Gleichung: 


M, M, M; M M,,, M,Lıo 7, 
h h h h 7 h hı 
! ! l l 
M« +14 Mr 4 ı + Mk + 2 — 1 > gl N i i ; \ : Il); 
das ist aber eine lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung: die zugehörige homo- 
gene Gleichung 
u 7 chung M; +92 ı M +17 M, = 0 
besitzt die allgemeine Lösung: . . 
a M = (Cıdtı + (04 4» . 


worin A, und }, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


+4) 1=0 (ı,.e=—?+)J35) 
sind, und daher die vollständige Gleichung (Il) die allgemeine Lösung: 
’ . 
M, == (Cı Ay “7: G be ı2 (h p u. ) gl ). 


Die Konstanten c, und c» bestimmen sich aus den Bedingungen, daß an den Enden 
des Balkens die Stützenmomente gleich Null sein müssen, d.h. aus 


gl 
MM, =c-+ 6 one A, 
12 
Mn == Cı A” + 63,43" Ir — 0, (Anzahl der Stützen — v + | 
12 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich: 
q 1? JuR- 1 [7] 1’ ’. l 
(C = 2 U zu2 
12 At /g" e 12 4, ar? 
und daher: gu ri . nd 
M=—"—(1+ hy | ).') 
12 Ah’— hin /.| ha“ 


Nach dieser Formel können die Stützenmomente des durchlaufenden Trägers auf 
S. 470, Bd. I der Hütte (1908) berechnet werden. 


Endlich möchte ich Ihnen kurz über einige Anwendungen der Difierenzen- 
gleichungen in der Elektrotechnik berichten, und zwar auf die sogenannten Wander- 
wellen nach neueren Arbeiten von Wagner und Rogowski. Herr Wagner sagt in 
seiner Abhandlung »Induktionswirkungen von Wanderwellen in Nachbarleitungen« (E T.Z. 
1914, Heft 23, 24, 25): »Unter den Fragen, die gegenwärtig im Vordergrunde des Inter- 
esses stehen, nimmt die Beeinflussung von Schwachstromleitungen durch benachbarte 
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Hochspannungsleitungen eine hervorragende Stelle ein. Dies ist durch die rasche Ent- 
wicklung bedingt, die die Ueberlandzentralen in den letzten Jahren genommen haben. 
4 Die störenden Wirkungen entstammen verschiedenen Quellen; unter ihnen sind die von 
j ‘f Wanderwellen in den Hochspannungsleitungen herrührenden Störungen bisher am wenig- 
Re sten geklärt. Die störenden Wirkungen der Hochspannungsleitungen auf benachbarte 
| Schwachstromleitungen haben den Anlaß zu lebhaften Auseinandersetzungen zwischen den 
Vertretern der beiden Fachgebiete gegeben. Die Schärfe der Diskussion hat vielleicht 
ihren Grund mit darin, daß die fraglichen Vorgänge teilweise noch wenig aufgeklärt sind 
und daß man sich daher über die erforderlichen Abwehrmaßregeln nicht einigen kann. 
Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, durch sachliche Aufklärung an der Einigung 
über die strittigen Fragen mitzuwirken.< Nun, meine Herren, die Entscheidnng 
erfolgt mit Hilfe linearer Differenzengleichungen von so einfacher Art, 
wie ich Sie Ihnen vorgeführt habe! In der betreffenden Abhandlung wird nämlich 
gezeigt, wie man mit ihrer Hilfe die in den Schwachstromleitungen induzierten Wander- 
wellen berechnen kann. In einer anderen Abhandlung (»Wanderwellen-Schwingungen in 
Transformatorwieklungen«, Arch. für Elektrot. VI (1918), S. 301—326) sagt Herr Wagner: 
»Die Frage nach der Beanspruchung von Transformatorwicklungen durch eindringende 
elektrische Wellen erlangte eine praktische Bedeutung, sobald man erkannt hatte, daß 
viele der sogenannten Ueberspannungen von Wanderwellen herrühren. Anfangs begnügte 
man sich damit, die Wicklungen als gewöhnliche gestreckte Leitungen mit dem beson- 
deren Kennzeichen eines hohen Wellenwiderstandes zu betrachten. Diese Auffassung gibt 
von den Vorgängen ein einfaches Bild, das für manche Zwecke ausreicht; es genügt aber 
nicht, um die Beanspruchung der Wicklung zu bestimmen. Der Grund ist, daß sich die 
Wellen in einer Wicklung infolge der gegenseitigen Beeinflussung benachbarter Windun- 
gen wesentlich anders ausbreiten als in einer gestreckten Leitung. Von der Art der Aus- 
breitung hängt aber die räumliche Feldverteilung ab, die die Beanspruchung bestimmt. 
Nun ist das elektromagnetische Feld einer in der Wicklung verlaufenden Welle ein so 
kompliziertes Gebilde, daß man heute nicht erwarten darf, diesen Vorgang mit allen seinen 
Feinheiten rechnerisch erfassen zu können. Die Rechnung muß sich daher mit dem be- 
scheidenen Ziel begnügen, die Vorgänge in groben Zügen wiederzugeben. Zu diesem 
Zweck betrachtet man an Stelle der wirklichen Wicklung eine Ersatzspule mit einfacheren 
} elektromagnetischen Eigenschaften. « 

SE Um nun auf eine Differentialgleichung zu kommen, mußte man bisher die 
Natur vergewaltigen, indem man die Windungslänge der Spule unendlich klein an- 
nahm das hat Wagner selbst in einigen früheren Arbeiten und dann 0. Böhm in 
h seiner übrigens sehr tüchtigen Darmstädter Doktordissertation (1917) getan. »Bei der 
homogenen Spule mit unendlich kleiner Windungslänge macht aber«, wie Herr Wagner 
weiter sagt, »die Definition der Windungskapazität und der Gegeninduktivität benach- 
barter Windungen einige begriffliche Schwierigkeiten (beide werden im Grenzfall unend- 
lich groß); weitere Schwierigkeiten ergeben sich bei der Feststellung der richtigen Grenz- 
bedingungen (die eine Grenzbedingung Böhms ist denn auch falsch geraten). Alle 
diese Denkschwierigkeiten entfallen, wenn man gleich von vornherein der 
Wirklichkeit entsprechend eine Spule mit endlicher Windungszahl und 
endlicher Windungslänge in die Betrachtung einführt. Ueberraschender- 
weise läßt sieh die Rechnung für diesen Fall streng durchführen; sie ge- 
staltet sich sogar einfacher als bei dem idealisierten homogenen Spulen- 
P gebilde mit unendlich vielen Windungen.« Man kommt auf eine lineare Diife- 
ir renzengleichung vierter Ordnung. »An Hand der gefundenen Lösung sind diejenigen 
Fragen, die bei dem Problem von praktischer Bedeutung sind, unschwer zu beantworten.« 
1 Also, meine Herren, die Difierenzengleichungen setzen uns in den Stand, mit einfacheren 
j.\ Mitteln der Wirklichkeit näher zu kommen als bisher das genügt wohl! 

| /am Schluß möchte ich Ihnen aus den neuesten, im Archiv für Elektrotechnik er- 
schienenen Arbeiten von Rogowski, der übrigens das Spulenproblem unter anderen Vor- 
aussetzungen angreift als Böhm und Wagner, einige Differenzengleichungen vorführen, 
um Ihnen zu zeigen, daß dieselben wirklich zu der von uns betrachteten einfachen Art 
gehören. Auf ihre Ableitung kann ich allerdings nicht eingehen, um Ihre Zeit nicht all- 
zulange in Anspruch zu nehmen, und muß Sie deswegen schon auf die betreifenden Ab- 
handlungen selber verweisen. 
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I. Spulen und Wanderwellen. I. Einschaltspannungen der Spule aus zwei 
Windungen. VI. Band (1918), 8. Heft, S. 291. 
"+2 — Biy+ı+ eu, — 0 (a und 5 Konstanten); 
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4, ist die Spannung der rechtsläufigen Wanderwelle der Spule nach vollendetem pten 
»Lauf« (d.h. Hin- und Rückgang). Sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


Srr 


5) . .. . . 8 4 8? . . .. 
:—-BE+ra—=0, nämlich I, = — + V- « reell, so lautet die allgemeine Lösung: 


1, = ASıP + BSP; 
sind die Wurzeln dagegen komplex: &,2 = Va(eosy + isiny), wtey—= "  e— Y« 


so lautet die allgemeine Lösung: 

u, = V ar (I cos py-+ Gsinpy): 
die willkürlichen Konstanten A, 5 bezw. F', ( werden durch die Anfangsbedingungen be- 
stimmt; beide Fälle sind von Bedeutung für das in Rede stehende Problem. 


2. Spulen und Wanderwellen. II. Itesonanzspannungen beim Einschalten einer 
Spule aus zwei Windungen. VI. Band (101>), 11. Heft, S. 382. 
D= w+3t+ay+2 —-aly+1- ;W=ÖE 
(a und Ö Konstanten, desgl. die Schaltspannung E). Hier ist die Summe der linksstehen- 
den Koeffizienten gleich Null; wir setzen also als Teillösung an: „= Pp; es ergibt sich 
öE 


P= - nn Die zur reduzierten Differenzengleichung D = 0 gehörige charakteristische 
+ a 
Gleichung art —- aa —i=0 (a<Il) 
hat die Wurzeln «&, —= 1, &,3 =c0osgp tising (cos 9 = | 5 re sinp = '! VYlL—a)(3- a); 
die allgemeine Lösung lautet also: 
vun = A+Becosspp+Csinpy—+ I e p; 
3 +a . 


die Konstanten A, B, C werden den Bedingungen des Problems gemäß bestimmt. 


3. Wanderwellen und Spulen. IV. Der Einschaltvorgang bei der Spule aus 
drei Windunrgen. VII. Band (1919), 6. Heft, S. 167: 


E E 
NAT + 23 MyT 1 + Un — ” (1% 4 ey u = (0) ); 

; wer ® 9 : 1 Ü ı/ 

die charakteristische Gleichung @® + «+10 hat die Wurzeln «,,, = + - V3=eosV 
P a 
+ isind (= 120°); die allgemeine Lösung lautet: wu, = Acosp® +Bsinpd + „; die 
) 

Anfangsbedingung geben: A= ",B . 171: m. | °E 

n angs @ Ingungen erge en: d —— y? ug (). S. 17 I: An + I + z U 4 l 1 ft, m B E; 

« «) «) 
u 8 4 5 -, a1 a T n) 20 ' 

charakter. Gl. «+ — e+1=0: 4» = —- + -ic0sV + isin 0 (9 — 143° 10); all 


.) 4 .ı) ı) 


‚v 


: “ ro ’ E .. : : 
gemeine Lösung: „= Acosp® + BsinpY - = Lösung mit den Anfangsbedingungen 


1 N E m A! 2 Al = .. . 
Ko = 10 E, Aı zu 10. E: u, — (' COS pvV sın p ı) T»33 l,ösung mit den Anfangs- 
) 30 
a FREE 2 (cospV' +7 sinp >) 
- u y s Li n 5 l = 6), 
100 Kp 30 p } 

Schwieriger werden natürlich die Verhältnisse, wenn die Koeffizienten der Diffe- 
renzengleichungen nicht mehr konstant sind, aber auch hier 'sind schon in vielen Fällen 
erfolgreiche Ansätze gemacht worden; doch verbietet mir die vorgeschrittene Zeit, näher 
darauf einzugehen. 

Damit schließe ich meine heutigen Ausführungen. Diese hatten den Zweck, Sie, 
meine Herren, mit einem bisher leider viel zu wenig benutzten Hilfsmittel der »tech- 


bedingungen io = = E, u 


nischen Mathematik« — wennich so sagen darf — bekannt zu machen. Ich hoffe, daß Sie, 
angeregt durch meinen einführenden Vortrag, sich eingehender mit der Theorie dieses 
einfachen und fruchtbaren Hilfsmittels beschäftigen werden — ich empfehle Ihnen zu 


diesem Zweck zunächst das ausgezeichnete Buch von Markoff über Diiierenzenrechnung; 
auch das kleine Büchlein von Seliwanoff genügt schon für den ersten Anfang; für 
weitergehende Ansprüche wäre zu nennen die »Diiferenzenrechnung« von Boole sowie 
mein Lehrbuch der »Theorie der linearen Differenzengleichungen«e. — Wenn dann einige 
von Ihnen sich dieses nützlichen Hilfsmittels bei den Ihnen entgegentretenden technischen 
Problemen auch bedienen werden, so hat mein Vortrag seinen Zweck eıfüllt. 27 
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Mathematik und Mechanik and 1 


KURZE AUSZÜGE 


Baumechanik. 


Berechnung statisch unbestimmiteı Trag- 


werke. Die Klastizitätsgleichungen von 
\axwell-Mohı DEZW eiiı (Gleichungen 
\lülleı Bre lauıs order der Satz von Me« 
nabrea von der kleinsten Formänderungs 


arbeit gestatten die Bereehnung aller (stereo-) 
statisch unbestimmten. weelenkisen oder aus 


bestehenden "TIrao 


bievunessleilen Hlemenlen 
systeme Die Wahl der Uberzählisen unlerlieg! 
nach Zuruckfuhrung auf den statisch bestimm 
len Grundfall ım alleemeinen keiner Beschrän 
kung Man kann much Abhängige der Übeı 
zählieen bestimmen. wenn dadureh eine ein 
fachere Lösung erreicht wird. So ist einmitn 
selenkigen Knotenpunkten statisch bestimintes 
ebenes Fachwerk beı Berücksichtigung der Stei 
ligkeit der Knotenpunkte (3n — 6) fach statisch 
unbestimmt. Mohr verwendet als Unbekannkı 
die Knolendrehwinkel ‘d.h. die für einen Kno 
ten konstanten Drehwinkel der Stabenden bei 
der Formänderung wodurch es gelingel,. das 
Problem mit der Auflösung von n Iimearen Glei 
ehungven zu erledigen ls ist dies ein Verfah 
ren, das auch auf Rahmenberechnungen über 
Iragen wurd« 


ra) 


. Bleich zeiel. dab es bei hahmentra: 
werken durch Hinzufügen der Stabdrehwinkel 
d.h. der Drehwinkel der Stabsehnen bei einer 
Deformation) als weiterer Unbekannten zu den 
vorhandenen Uberzählisen. mösvlıch wird, die 
llastiziıtätsbedingungen ın einer aähnlıchen Form 
anzuselzen, wie dies beim durchlaufenden Bal 
ken mittels der Glapeyron schen Gleichungen 
der Fall ıst Der \iermomentensalz und sein 
Anwendunz auf «ie Bereehnunze statisch un 
bestimmter Tragwerke, Der Eisenbau 1917, 
S, 46 bis 61: Die Berechnung statisch unbe- 
stimmter Traewerke nach «der Methode des 
Vierinomentensatzes, berlin 1918.) 

Stoßen in einer Rahmenecke mehrere Stab: 
zusammen, so kann man für je zwei derselben 
EINE soo konlinumtätsbedingung aufstellen 
die ausdrückt, daß es für jede Ecke nur einen 
Knotendrehwinkel gibt. Es entstehen \ier 
momentengeleichungen, die die vier End 
momente der beiden Stäbe und die beiden 
Stabtlrehwinkel enthalten. Die Viermomen- 
tengleiehungen geben mit den zwei sog. „Wın- 
kelsleichungen‘, die für jeden geschlossenen 
Rahmen anseselzl werden ‚und die Bedingung 
dafür sind. daß der Rahmen auch nach deı 
bleibt, die 


notwendige Gleichuneszahl zur Berechnung al 


ormänderung ein geschlossener 


Die Erınittlunz der Neben- 
Fachwerkbrücken und das 


), Siehe W. 


spannungen eiserner 


Gehler. 


praktische Rechnungsverfahren nach Mohr, Berlin 
1910. Rahmenbereehnung mittels der Drehwinkel. 
Festschrift, Otto Mohr zum achtzigsten Geburts- 
tage, Berlin 1916, S. 83 bis 123, 


OL schlossenen 


— 


er Unbekannten Bei einem 
hahmen von n Seiten sind “da ein Stab Test 
ehalten veedacht wird N I Stabdrehwinkel 
und «die drei UÜberzähligen als Unbekannte vor 
handen 


Iengleichungen und zwei Winkeleleicehunsen ve 


denen zur Bestimmunse n Viermomen 


senübersltehen. Da man jeden Rahmen durch 
Ilinzufügen von Stäben als einen geschlossenen 
bestehl 
hahmenlragwerk das ja nur aus einzelnen 


beirachten kann allgemein bei jedem 


‚eschlossenen hahmen  zusammengeselzt sein 
kann Gleichzahl von Unbekannten und Bi 


stimmungseleichungen 


Der Rechnungessang ist der. daß aus dem 


Gleichungss\ stem zuerst die Stabdrehwinkel elı 
miniert werden, wonach so viel Gleichungen 
übrig bleiben als Überzählige da sind. Dann erst 
werden die Überzähligen ausgesucht, die Eck 
momente dureh ste dargestellt und die so 
osewonnenen Gleichungen aufgelöst. Man kann 
\uswahl der statisch unbestimmten 
(rößen nach dem Aufstellen der Elastizitäls 


bedingungen und daher so treffen. daß die 


‚ılso dlie 


hechenarbeit möglichst gering wird; dies führ! 
Bleich als einen Hauptvorzug seines Verfah 
rens an 

Durch Benulzung von Hilfserößen. die der 
Dilferenz von Knotendrehwinkel und Stabdreh 
winkel entsprechen, kann milunter eine Verein 
lachung erzielt werden ! Um die Gleichungs 
zahl zu verringern. können auch \Viermomen 
Iengleichungsen Verwendune finden. bei denen 
l:ckmomente von Zwischenpunkten und zuge- 
hörige Stabdrehwinkel ausgeschieden sind 

Das Verfahren besitzt den Vorteil. immer 
in der gleichen mechanischen Weise eine Lö 
sung zu bieten. Wenn auch in manchen Fällen 
andere Methoden z.B. bei Berechnung des 
eingespannlten Stabzuges,. die Anwendung des 
Formänderungsar 
beit bequemer werden, so kann dies die 
Bedeutung der Bleich'schen Untersuchungen 
keinesweos verringern 


Salzes von der kleinsten 


Knickfestigkeit von Rahmen. In («lem 
Aufsatz „Die Knickfestigkeit elastischer Stab- 
verbindungen”“ (Der Eisenbau 1919, S. 27 bis 
37. Ti bis 83, 117 bis 123 nnd 163 bis 172) 
knüpft Bleich an seine oben bezeichneten 
\rbeiten an und stellt die Viermomenten- 
sleichungen unter Berücksichligung der bie- 
senden Wirkung von Längskrällen auf. Diese 
Gleichungen bilden in Verbindung mit den 
Gleichgewichlsbedingungen für jeden Stab und 


') Siehe das Mohrsche Verfahren der Berech- 
nunz der Nebenspannunzen und weiters: A. Ben- 
dixsen, Die Methode der a-Gleichungen zur Be- 
reehnunz von Rahınenkonstruktionen, Berlin 1914, 
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den früheren Winkelgleichungen das System 
der Knickgleichungen. Ein geschlossener Rah- 
men mit n Stäben besitzt jetzt nach Bleich 
an Unbekannten: rn Knickmomenle, n Stabdreh- 
winkel und zwei sog. Knickkräfte, so daß also 
die Zahl der Unbekannten mit der Zahl der 
Knickgleichungen bilanziert. Durch das Null- 
selzen der Determinante der Knickgleichungen 
ergibt sich die Knickbedingung. Es werden 
mehrfach gestützte Stäbe, ein zweistieliger sym- 
metrischer Rahmen, ein Stabzug in Kreis- 
bogenform sowie ein geschlossenes Stabeck 
im Kreise nach dieser Methode untersucht. 


Vereinfachung bei Berechnung statisch 
unbestimmier Systeme. Eine Verein- 
einfachung in der Berechnung stalisch unbe- 
stimmiter Systeme wird bekanntlich durch Auf- 
stellen von Elastizitätsgleichungen erzielt, bei 
denen nicht alle Unbekannten in allen Glei- 
chungen vorkommen. Man kann die Elastizi- 
lätsbedingungen in der Müller-Breslau- 
schen Form unter Heranziehung von Biegungs- 
linien und Verschiebungsplänen stels so um- 
lormen, daß jede Gleichung nur eine Unbe- 
kannte enthält, ein Verfahren, das aber bei 
höherer statischer Unbestimmtheit umstländ- 
lich wird. Durch Verknüpfung von Überzähli- 
sen zu neuen Unbekannten, sowie endlich auch 
dureh Einführung von statisch unbestimmten 
Hauptsystemen können fallweise äußerst günsti- 
ge Verhältnisse erreicht werden. Ein dem 
zweiten Verfahren in gewisser Hinsicht ent- 
sprechendes ist das der Belastungsumordnung 
(B. U. Verfahren) von W. L. Andre@e, das bei 
Tragwerken mit wenigstens einer Symmetrie- 
achse angewendet werden kann und bei dem eine 
Verknüpfung von Lastangriffen stalllindet. (Zur 
Berechnung statisch unbestimmter Systeme, 
das B. U. Verfahren, München u. Berlin 1919, 
vgl. a. Der Brückenbau 1915, Heft 5))). 
Andree zerlegt die Belastung in sym- 
metrische und wie er sich ausdrückt, 
umgekehrt-symmetrische Teilbelastungen, die 
zusammen die ursprüngliche Belastung ergeben, 
bei denen aber einzeln, infolge ‘des Ausschei- 
dens von Überzähligen, die Rechnung ein- 
f[acher durchzuführen ist. Sie kann hierbei 
natürlich nach irgend einer der bekannten 
\lethoden vorgenommen werden. Sehr oft wird 
durch diesen Kunstgriff die Lösung außer- 
ordentlich erleichtert. 


Knickung von Rahmenstäben. Der 
Kinsturz des Hamburger Gasbehälters im Jahre 
1909, dessen Ursache die nicht ausreichende 
Knickfestigkeit eines Rahmenstabes war, gab 
Veranlassung, die Knickfestigkeit von Rahmen- 
stäben genauer zu unlersuchen!). H. Müller- 


I) In verscehiedentlichen Aufsätzen von L. Herzka 
über Rahmenträzer (Der Eisenbau 1915, Zeitschr. 
f, Betonbau 1915 u. 1916 wurde, wie auch An- 
dr&e angibt, das Verfahren der Belastungsuın- 
ordnung ebenfalls verwendet. 

*), Vgl. die bezüglichen Aufsätze in »>Der Eisen- 
bau« 1911. 


Breslau beschäftigte sich eingehend mit die- 
ser Frage; seine Lösung ist aber nicht sehr 
durehsichtig !). Neuerdings hat Prof. K. 
Ljungberg (Stockholm) dieses für die Bau- 
praxis wichtige Problem behandelt (Der 
Eisenbau, 1920, S. 243 bis 251. Ljung 
berg nimmt an, daß sich die Belastung 
auf beide Gurtstäbe je halb verteilt und 
sich die Querstäbe so verbiegen, daß in 
ihrer Mitte ein Wendepunkt, also das Biegungs- 
moment gleich null ist. Unter Berücksichti 
sung der Stetigkeit der für beide Gurtstäbe 
sleich angesetzten Biegungslinien bleiben noch 
als Unbekannte die Querkräfte inmitten der 
Querstäbe und ein Neigungswinkel der elasli- 
schen Linie eines Gurtstabes bestehen. Die 
notwendige Gleichungszahl wird daraus abge- 
leitet, daß der rechte Winkel beim Anschluß 
jeder Querverbindung an die Gurtung auch 
nach der Formänderung erhalten bleibt und 
aus der Symmelriebedingung, daß die elasti- 
sche Linie des Gurtstabes in ihrer Mitte eine 
Tangente besitzt, die parallel zur ursprüng 
lichen Stabachse verläuft. Infolge der letzteren 
Vorausselzung muß sich die Rechnung auf 
Sonderfälle mit einer bestimmten Zahl von 
(Querstäben beschränken. Durch diese An 
nahme über die Form der Biegungslinie läuft 
man Gefahr, Knicklasten zu verlieren; richtig 
wäre es, die Ausbiegung am Ende des Gurt- 
stabes gleich null zu setzen.) Das Unbestimmt- 
werden der Unbekannten stellt hiernach die 
Kniekbedingung dar. Ljungberg überprüft 
seine Rechnungsergebnisse an dem Versuchs- 
stab, der nach dem Hamburger Einsturz im 
Kgl. Materialprüfungsamt Berlin - Lichterfelde 
erprobt wurde. Die Übereinstimmung ist be 
friedigend. Jedoch ist auch jetzt das Problem 
der Knickfestigkeit von Rahmenstäben noch 
nicht als erledigt zu betrachten. 11 


Ratzersdorfer. 


Zur Berechnung des durchlaufenden 
Balkens will Farid Boulad durch den fol- 
genden Satz einen bequemen Zugang ge 
winnen (Comtes rendus de l’acad. Paris, Bd. 
159, 1914, S. 161—163). Es seien für einen 
Balken auf zwei Stützen x, und 73 die vom 
linken Auflager gerechneten Abszissen zweier 
Punkte des Balkens, die links von sämtlichen 
Lasten liegen. Die Sehne, die diese Punkte 
in ihrer deformierten Lage verbindet, schneide 
die linke Auflagerkraft in A. Der Abstand 
der Lastresultierenden voın rechten Auflager 
sei c. Trägt man < als Ordinate (in der Last- 
richtung) im Punkte z3 auf, verbindet den so 
entstehenden Endpunkt mit dem Punkt zı 
(auf dem nicht deformierten Balken), so trifft 
die durch A gehende Parallele zu dieser Ver 
bindungsgeraden die Abszissenachse in einem 
Punkte /, dessen Lage von ec unabhängig ist, 
also sich nieht ändert, wenn die Lasten so 
bewegt werden, daß sie rechts von x, und 


) H. Müller-Breslau, Die neueren Methoden 
der Festigkeitslehre und der Statik der Baukon- 
struktionen, Leipzig 1913, S 380 bis 415. 
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bleiben. Die Abszisse von F ist, wenn yı und 
yg die Durcehbierungen in r, und ty, bezeichnen, 
vleich 
rayı — Xı Y2 
P 
Der Beweis ergibt sich ohne weiters. (durch 


Praktische 


Einfache Berechnung der Logarithmen. 
Wenn der Praktiker wohl aueh kaum je- 
mals in die Lage kommen dürfte einen 
lozarithmus selbst bereehnen zu müssen, so 
doeh nieht uninteressant sein, ein 
Verfahren kennen zu lernen, das sieh zufolee 
winer Einfachheit dem Gedächtnis leieht ein 
Kommerell beschreibt (im Archiv 
1920, S. 137 145) 


(Briee schen) 


INAay e*> 


prägt, K. 
d. Mathem. u. Phys., 
die Bereehnune von 
logarithmen “ureh bloßes Quadrieren. Man 
darf annehmen, dab die Zahl a, deren lo« 
eesucht wird, einstellie ist, also zwischen 1 
und 10 liewt, Dann 
oft, bildet also a®, a*, @° usw... bis das Resul 


sl. 28, 


quadriert man sie so 


tat über 10 liegt. Sei dies beim «a-ten Schritt 
der Fall, 
IO umd quadriert weiter, bis man 
beim S-ten Schritt, vom Anfang an gezählt 

Der ge 


dann kürzt man dies Resultat durch 
jetzt 


wieder über 10 hinauskommt usw, 
suchte Losarithmus ist 


Ya + ("+ la)’ 4 
\lan braueht somit bloß die Potenzen von !/a 
zu kennen, um log a dureh Addition zu finden. 
Um fünf Dezimalstellen sieher zu haben, sind 
20 Quadrierungen erforderlich, für drei Dezi 


lov a 


malstellen genügen etwa 13. Auch die Ui 
kehrune, "d.h. Aufsuchun®e der Grundzahl zu 
loearithmus, läßt sich im An 
Verfahren dureh- 


‚vg »s0f% [5 4 
egebenem 


(lieses hübsche 


sehluß an 
führen. 


Fehlergrenze bei näherungsweiser Glei- 


chungs- Auflösung. Sucht man «die Wur- 
zeln einer Gleiehune f(x) 0 zu finden und 


Zwecke festeestellt. 


Verst hie ((EeNES 


hat man zu diesem 
daß fla) und f(b) Vorzeichen 
haben, so wird man als ersten, rohen Nähe 


runeswert für die Wurzel den Ausdruck 
aflb) — bfla 
b a 

ansetzen. Dieses x liefert ja den Schnittpunkt 
der dureh die Punktea, fa) und 5, f(h) hindurch 
ochenden Sehne init der  Abszissenachse. 
Wird nun angenommen, daß f(r) in dem 
dureh a,b begrenzten Bereieh in eine Taylor- 
sehe Reihe entwiekelt werden kann, und mit 
M der erößte Absolutwert der zweiten Ablei- 
wie G, Milhaud 
(Nouv, an 


tune fix) bezeichnet, so ist, 
in vanz einfacher Weise darleg!t 
nales de mathem. Bd. 14, 1914. S. 13 
dabei beeangeene Fehler : 

(b a)?’ M 


sı fib) fia) 
Diese Fehlererenze kann in besonderen Fällen 


tatslichlieh erreicht werden. 


ya. In welcher Weise die 


15). «(der 
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Einsetzen der bekannten Ausdrücke für y, und 
Anwendung auf 
den durchlaufenden Träger geschieht, ist leicht 
einzusehen, weniger überzeugend ist der prak- 
tische Wert dieser Berechnungsweise. 12 
Mises. 


Analysis. 


Neues Verfahren zur numerischen Inte- 
gration. In Analogie zu dem sog, Ritzschen 
Verfahren will Al. Fischer (Physik. Zeitschr. 
Bd. 22, eewöhnliche Diffe- 
rentialeleicehungen in der Weise lösen, daß er 
Ansatz mit unbestimmten 
Sinne der „Methode der 
befrie- 


1921, S. 26—28) 
sie «dureh einen 
Koeffizienten im 
kleinsten Quadrate” 
diet. Sei etwa y als Funktion von & gesucht 
BR die zweite ..... 
Ableitung von y bezeiehnet. Die vorgelegte 
Gleichung laute: 


näherungesweise 


‘4 


erste, 


(a,y,y,y)=). (1) 


Nun wähle man für y einen Ansatz, der die 
\ebenbedingeungen erfüllt 
unbestimmter Ko 


vorgeschriebenen 
und überdies eine Anzahl 
effizienten enthält, z. B. ein Polynom n-ten 
(rades (n> 2): 

N )) 


y= op tartant....a,2,. % 
dureh die Integerations- 


Dann bestimme 


wo etwa 4, Ay. Q9 
betdineungen festgelegt seien. 
man die übrieen Koeffizienten @s, Ag ..... Ay 
so, daß man 9% ..... aus (2) in (1) einsetzt, 
das Quadrat entstandenen Funktion 
von x inteeriert und dies Integral zu einem 


der so 


\Minimum macht: 


/f? dx = min. u a a Fr 
Als Inteerationserenzen in (3) müssen offen- 
bar die Grenzen des Bereiches, in dem das 
Integral von (1) verlangt wird, gelten. Der 
(edanke kann vielleicht in besonderen Fällen 
nützlieh werden: aus den völlige trivialen Bei- 
spielen, die der Verfasser gibt, kann man 
über die Anwendunesmöglichkeiten nichts er- 
Mises. 42 


sehen. 
Interpolation durch ganze rationale 
Funktionen. Tobin gibt in Nr. 238 des 


\ 


philosophiecal magazine (Bd. 40, 1920, S. 513 
bis 515) eine direkte Lösung der Aufgabe, 
eine ganze rationale Funktion r-ten Grades 
yzny+ M&H .+ Ar x" zu bestimmen, die an 
r+1 Stellen z=1, 2, ....r+1 die gege- 
benen Werte yı, U - »-- Yr +1 annimmt. Er 
vermeidet also den Umweg über die La- 
erangzesche oder Newtonsche Formel und 
bestimmt die Koeffizienten unmittelbar aus 
den Bedinzungsgleichungen 


Yı=%oHtdı +....+ Ar 
.) 9or 
»p=@0+ 24, +....+2© Ar 
Yo ı=%+(r + ae, ehe A. 


Multipliziert man die s-te dieser Glei- 


ehungen mit dem Binominalkoeffizienten 
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(— 1)5 a J N und addiert die Gleichungen, 
so erhält man 
G=(r + 1) yı —( > )y+...+ (— 1)! Yyr +1. 
Dies folgt aus den Identitäten 
rr+1 r—+ ] 
Hk (TR Hl) 
KEITT 2 
+ (— 1)r 4 \ 1 )= 0, 


die für k<r+1 gelten. Sie ergeben sich 
aus der Partialbruchzerlegung 
) +1 
We N ı eerr1 (,) 
° ah = 2 (— 1)? 
y%y+l y+r+1 (r+D)! y+ß8 
e —( 1 


wenn man rechts nach Potenzen von 
Y 
entwickelt und bemerkt, daß nach Maßgabe 
der linken Seite die niedrigste rechts vor- 
kommende Potenz die (r + 2)-te sein muß. 
Hat man so a bestimmt, so kann man 
ganz ebenso a, berechnen. Man schreibe nur 
die ursprüngliche Gleichung so 


yao 


n = =d, +4d3T+....+0q,ırT l 
2 
bestimme hierauf die zur=1Ü,?2,....r ge- 
in 2 Ye — 00 
hörigen Werte x = und berechne 


i 


dann nach der angegebenen Methode a,. So 
kann man weitergehen und erhält ein sehr 
bequemes Rechenverfahren zur Bestimmung 
dder Koeffizienten. 


Numerische Integration von Differential- 
gleichungen. G. Duffing entwickelt in 
Heft 224 der Forschungsarbeiten des Vereines 
Deutscher Ingenieure ein neues sehr brauch- 
bares Verfahren zur praktischen Integration 
gewöhnlicher Differentialgleichungen. Sein 
Grundgedanke werde kurz für die Differential- 
gleichung erster Ordnung 


dy 
N  } | 
dx i 


erläutert. Ihr durch (zo, y) gehendes Integral 
soll ermittelt werden. Er ersetzt (1) durch 
die gleichwertige Gleichung 


x 
Y— Yo -] Rx, y(la))dı. 


Im Punkte z=1r,, für den die Lösung 
y (x) = yı berechnet werden soll, ist also 






Dr. PAUL FUNK, Privatdoz. a. d. deutsch. 
Univers. und a. d. deutsch. Techn. Hochsch. 
in Prag, Die linearen Differenzenglei- 
chungen und ihre Anwendung in der 
Theorie der Baukonstrukltionen. Mit 
24 Textabb. Berlin, Jul. Springer, 1920. 81 8. 

Die Theorie der Baukonstruklionen wird 
mathematisch im wesentlichen erfaßt von der 
Theorie der linearen Gleichungen und der line- 
aren Differentialgleichungen. 





BUCHBESPRECHUNGEN 


Yyı = y = Rü, yla))da. 


U, 

Den Integranden denkt sich Duffing genähert 
durch eine Parabel, welche im Punkte (zo, Yo) 
die Kurve y=KR(rz,y(z)) berührt und die 
durch den Punkt (zı, Rı) geht. Dieser an sich 
willkürliche Punkt wird nachher noch zweck 
mäßig gewählt werden. Die so bestimmte 
Näherung des Integranden führt nach leichter 
Rechnung auf den folgenden genäherten In- 
tegralwert: 

Yı-p= ” z = [4 R (x, Yo) 

+ (ry - Lo) R' ‚79, Yo) + 2 R,] R 
wobei R’' die totale Ableitung von R(r,y («x)) 
nach x ist. 

Nun lieet es nahe, «das noch willkürliche AR} 
durch die Bedingung festzulegen, daß «diese 
Näherungslösung im Punkte (z,yı) mit der 
durch «das Richtungsfeld der Differential 
eleicehung vorgeschriebenen Richtung an 
kommen soll. Das führt zu der impliziten 
Bed'ngungsgleichung R (x, yı)—=Rı für y, oder 

Yı Yy — ni 6 ” 4R (Xu, Yo) 

+ (tz, To) R' (xo, Yo) 72 R (21, Yı] . 
Der Verfasser prüft leider «die Genauigkeit 
seines Verfahrens nur an Beispielen, bei denen 
die Lösung auf anderem Wege mit beurteil- 
barer Genauigkeit bekannt ist. Er sagt über 
die Prüfung der Genauigkeit in anderen 
Fällen nichts. Indessen ist es leicht, sich in 
jedem Fall über die Güte der erreichten 
Näherung ein Urteil zu bilden. Man muß 
sich nur klar machen, daß durch das Ver 
fahren des Verfassers eine Kurvenschar be 
stimmt wird, deren Richtungsfeld das Rich- 
tungsfeld der Differentialgeleiehung annähert. 
Gerade für Fälle, wo volle Kurvenscharen 
bestimmt werden sollen, empfiehlt ja Duffing 
sein Verfahren. Man wird sich leicht darüber 
orientieren können, mit welcher Genauigkeit 
das Richtungsfeld der Näherungslösungen mit 
dem Riehtungsfeld der Differentialgleichung 
übereinstimmt. Es sind aber bekannte Regeln 
aus der Praxis der Differentialgleichungen, 
die es erlauben, von hier aus die Genauig- 
keit der Näherungslösungen selbst zu be- 
urteilen. 3jieberbach. 30 


Die auftretenden Gleichungen sind allerdings 
fast immer von besonderem, regelmäßigem Aulf- 
bau, durch dessen Ausnulzung die Statik der 
Baukonstruktionen in bezug auf die geschickte 
Auswahl der Unbekannten und die Transfor- 
malion der Gleichungen in den letzten Jahr- 
zehnten sehr große Fortschritte gemacht hat, 
die erst die Durchführung schwieriger Auf- 
gaben ermöglicht haben. Zum nicht geringsten 
Teil sind diese Forlschrilte zurückzuführen auf 
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die mechanisch-anschauliche Deutung, die je- 
dem Schritt der stalischen Berechnung „ege- 
ben wurde. Die Ausführung von Integrationen 
durch Seilpolygone oder Biegungslinien, die 
Gleichgewichtsdeutungen beiSätzen ausdersyn- 
thetischen Geometrie und die fortwährende An- 
wendung des Prinzips der virtuellen Verrückun- 
sen nicht nur für eigentliche Gleichgewichts- 
probleme, sondern auch für die Ausbeulung der 
Invarianzeigenschaflen der Arbeit. d. h. die 
Z/urückführung von Verschiebungsplänen auf 
Kraftpläne und umgekehrt, sind solche an- 
schaulich mechanische Verfahren. 

Durch diese Art der Arbeit forschender In- 
oenieure ist der rein malhemalische Inhalt 
bezw. Hintergrund der Methoden der Statik der 
Baukonstruklionen elwas verwischt worden. 

Von Zeit zu Zeit wird es allerdings gul sein. 
wenn die rein malhematische Entwicklung und 
die Festigkeitslehre der Baukonstruktionen sich 
wieder einander nähern und ihre Methoden 
und Ergebnisse vergleichen und verwerten. 
l:in Streben dazu ist in der letzten Zeit schon 
öfter bei der sehr zweckmäßigen Anwendung 
der Differenzengleichungen für regelmäßige 
achwerke zulage getreten und der Verfasser 
nımmit gerade diese Anwendungen zur rechten 
Zeit zum Anlaß, das Band zwischen den Mathe- 
malikern und den forschenden Ingenieuren zu 
verstärken 

Der Titel des Buches ist eigentlich zu eng 
selaßl, denn es bringt außer den Differenzen- 
sleichungen auch wesentliche Dinse aus der 
Iheorie der Differentialgleichungen und eine 
Darstellung der Airv schen Spannungsfunktion 
und der Maxwellschen Polyeder und Kräfte- 
pläne für Fachwerke mit Einschluß der Neben 
Spannungen 

Uber die vom Verfasser ın den Anfangs- 
kapiteln gegebene Darstellung der -Theorie der 
Differenzengleichungen ıst zu sagen, dab sıe 
tatsächlich das für die bisherige und künftige 
Anwendung Wesentliche und bisher nicht ge- 
nügrend Bekannte bringt. Insbesondere die 
Behandlung der Randwertaufgabe mit Hilfe 
der adjungierten Differenzengleichung und die 
Niiherungesmethoden der Integration und der 
Kettenbrüche verdienen weitere Anwendungen. 
Freilich scheint mir die etwas reichliche und 
abstrakte, an Beispielen nicht genügend aus- 
searbeiltletle Indexschreibweise des Verfassers 
das Eindringen und die Anwendung in der 
lechnik zu erschweren. 

Ks folgen dann analoge Erörterungen über 
die Randwerlaufgaben bei linearen Differential- 
oleichungen und die Benutzung der Greenschen 
Funktionen mit der sehr bemerkenswerten 
Übereinstimmung des schon immer vom In- 
senieur benutzten Einzellastzustandes und der 
Superposition der Einzellastwirkungen mit der 
Greenschen Funktion der Differential- und 
Integralgleichungen. Auch die entsprechende 
(reensche Funktion der Differenzengleichun- 
ven zeiet sich in des Verfassers Darstellung 
als ein schon lange von den Statikern implicite 
benutztes Verfahren der Summierung der Einzel- 
wirkungen 

lwas aus dem Rahmen der Untersuchung 
fällt die nun folgende Beschreibung der Fix- 
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punktmelhode für den durchlaufenden Balken 
auf mehreren Stülzen, deren Zusammenhang 
mit den analytischen Methoden durch lang- 
atmige geomelrische Beschreibungen eher ver- 
schleiert als verdeutlicht wird. Dieser Dar- 
stellungsfehler ist allerdings der ganzen bis- 
herieen Literatur über diesen- Gegenstand 
eigentümlich. 

Den zweiten Teil des Buches bildet eine voll- 
kommene Ausnutzung der Airyschen Span- 
nungsfunktion für statisch bestimmte und unbe- 
stimmte Fachwerke mit gelenkigen und mit 
steifen Knotenpunkten, etwa nach den An- 
schauungen von Klein und Wieghardt, 
aber in der Methode und im Ergebnis noch 
über diese hinausgehend. 

Wenn natürlich auch dasM axwellsche Span- 
nungspolyeder über die statisch bestimmten 
achwerke und ihre Kräftepläne nichts neues 
aussagen kann, so scheint doch die geomelri- 
sche Veranschaulichung der Querkräfte und 
Biegungsmomente in steif angeschlossenen 
Stäben dureh die Sprünge des Spannungs- 
polyeders, ferner die Ausnutzung der Form 
und Symmetrie des Spannungspolyeders 
für die Wahl der statisch unbestimmten Kräfte 
neue Mittel zu bieten, um schwierige Aufgaben 
anzuselzen. Die Beispiele des Krelsrings, des 
kontinuierlichen Balkens und des Rahmenträ- 
gers zeigen jedenfalls eine schöne Anpassungs- 
fähigkeit der Methode dieser unstetigen Span- 
nungsfunktion auch an das Castiglianosche 
Prinzip. 

Das Funksche Buch bringt also zwar nur einen 
sewissen Ausschnitt aus der Statik der Baukon- 
struklionen, aber gerade die neuerlichen Be- 
rührungspunkte zwischen rein mathematischen 
und rein statischen Behandlungsweisen sind in 
so übersichtlicher und teilweise neuer Form 
herausgearbeiltet, daß das gegenseitige Verständ- 
nis von Mathematiker und Ingenieur vertieft 
und der weitere Fortschritt gefördert wird. 25 

Reißner. 


R. GRAMMEL, ord. Professor a. d. techn. 
Hochseh. Stuttgart, DerKreisel. SeineTheo- 
rie und seine Anwendungen. Vieweg & 
Sohn, Braunschweig 1920. X -+- 350 S., 131 Abb. 

Durch das grundlegende Werk über die Theo- 
rie des Kreisels von Klein und Sommer- 
feld, das zu Beginn des Jahrhunderls er- 
schienen ist, wurde zum erstenmal der Bann 
sebrochen, der bis dahin über fast allen 
ddeutlschen L.ehrbüchern der Mechanik gelastel 
hatte. Anstelle einer blassen, im Formalen oder 
rein Rechnerischen sich erschöpfenden Dar- 
stellung trat eine anschauliehe und vielseitige, 
vom Interesse und Gefühl für die Sache er- 
lüllle Behandlungsweise, die nicht weniger im 
Iheoretischen als im letzten, den technischen 
Anwendungen gewidmelen, Teil des Werkes 
zur Geltung kam. Immerhin war das Buch in 
erster Linie für den Mathematiker geschrieben, 
und es lag damals wohl auch fern, auf eine 
größere Leserzahl aus technischen Kreisen zu 


rechnen. Inzwischen aber hat sich - nicht 
zuletzt durch die allgemeine Wirksamkeil 
Kleins — das theoretische Niveau der Inge- 


nieure gehoben, und auch das praktische In- 


er 
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teresse an den verschiedenen Anwendungs- 
möglichkeiten des Kreisels vermehrt. So läßt 
es sich verstehen, daß G. es jetzt unternimmt, 
unter Ausscheidung weiter ausgreifender ma- 
Ihematischer Untersuchungen, ein Lehrbuch zu 
schaffen, das, ein gewisses Gleichgewicht zwi- 
schen Theorie und Anwendung einhaltend, sich 
vorzugsweise an Techniker wendet. Man muB 
auch sagen, daß der Verfasser im großen Gan- 
zen das Ziel erreicht hat, eine ansprechende, 
nicht allzu schwer lesbare Einführung in das 
Gebiet zu geben, die den Techniker über die 
Grundlagen der Theorie, den Mathematiker 
über die mannigfaltigen Anwendungen der theo- 
relischen Ergebnisse aufzuklären vermag. Der 
erste, theoretische. Teil des Buches legt ım 
einer Einleitung die Gründlagen der Stereo- 
mechanik dar, bespricht dann in einem ersten 
Abschnitt die Bewegung des kräftefreien Krei- 
sels, sowohl in der synthetischen, auf Poinsol 
zurückgehenden, als in der analylischen Ge- 
stalt der Eulerschen Gleichungen. Hieran 
schließt sich eine kurze Erörterung des Ein- 
flusses äußerer Kräfte, insbesondere einer 
Zwangsführung und der Reibung. „Es Tolgt 
endlich in einem dritten Abschnitt die grund- 
sätzliche Untersuchung der Bewegung des 
schweren Kreisels, ohne daß näher auf die 
Natur der elliptischen Integrale eingegangen 
würde. Im zweiten Teile werden die techni- 
schen Anwendungen des Kreisels zweckmäßig 
in drei Gruppen gegliedert: Vorangestellt wird 
die gewissermaßen nebensächliche Kreiselwir- 
kung, die an den Rädern von Fahrzeugen oder 
an sonstigen rotierenden Maschinenteilen zu 
beobachten ist. Dem gegenüber steht die be- 
absichtigte Anwendung des Kreisels als Sta- 
bilisator, und zwar zunächst in der indirekten 
Form, bei der ihm nur die Rolle eines An- 
zeigers oder Auslösers der stabilisierenden Wir- 
kung zufällt, dann in der direkten, bei der der 
Kreisel einen wesentlichen Teil der wirksamen 
Masse des Stabilisators ausmacht. 

Leider kann man das günstige Urleil, das 
für die Gesamtlanlage und Absicht des Buches 
gilt, nicht in gleichem Maße auch Tür die 
Durchführung im einzelnen aussprechen. Wo 
der Verfasser von der üblichen Darstellung 
abweicht, geht er leicht in die Irre So will 
er die ihm zu umsländlich scheinende analyti- 
sche Ableitung des Trägheitsellipsoids durch 
eine „synthetische“ ersetzen, benutzt aber da- 
zu den offenbar unrichtigen Salz, daß die 
lebendige Kraft einer Drehbewegung die Sum- 
me der kinetischen Energien ist, die den Kom- 
ponenten dieser Bewegung zukommen. (Der 
‚Satz gilt nur, wenn die Achsen, nach denen 
zerlegt wird, Hauptachsen sind, und bedarf 
zu seinem Beweise der Kenntnis eben jener 
Kigenschaften der Trägheitsmomente, die der 
Verfasser daraus ableiten will). An manchen 
Stellen lassen die hervorgehobenen Sätze, in 
denen die Ergebnisse der einzelnen Paragra- 
phen zusammengefaßt werden, viel an Ge- 
nauigkeit und Schärfe vermissen. Die Aus- 
führungen des zweiten Teiles würden sicher- 
lich sehr gewinnen, :wenn der Verfasser die 
Fragen, die unmittelbar die Kreiselwirkung be- 


Irellfen, mehr herauszuarbeilten vermöchle. So 
ist z.B. im 817 über schleudernde Scheiben 
nicht zu verstehen, welchen Zusammenhang 
mit der Kreiselwirkung die vom Verfasser ein 
geführte Zusatzkraft Q, durch die die ganze 
Betrachtung wesentlich kompliziert wird, be 
sitzt. 

Sehr anzuerkennen ist das Bestreben des 
Verfassers nach Sauberkeit des sprachlichen 
Ausdrucks, und man wird einzelnen der von 


Ihm neu gewählten Ausdrücke wie .‚Trieb 
oder „Schwung für Impuls bezw. Impuls 


moment, Bestand und Verbreitung wünschen 
Wir wollen die Hoffnung aussprechen, daß 
dem Verfasser bald Gelegenheit gegeben sein 
mag, in der Neubearbeilung einer zweiten Aul 
lage die Mängel der ersten zu verbessern und 
damit ein Lehrbuch zu schaffen, das von nach 
haltigem Einfluß auf die Weiterbildung der 
wissenschaftlich arbeitenden Ingenieure werden 
kann. 14 
Mises. 


ZECH-CRANZ, Aufgabensammlung 
zur theoretischen Mechanik nebsit 
Auflösungen. In vierter Auflage herausg, 
von Prof. ©. Ritter von Eberhard, Prokurist 
der Friedr. Krupp A.-G. Stuttgart 1920, Metz- 
lersche Verlagsbuchhandlung, 300 8. 

Die Zechsche Aufgabensammlung entsprach. 
als sie zum erstenmal 1864 erschien, genau 
dem, was man damals in Deutschland ..theo- 
retische“ (nicht ‚‚analylische‘) Mechanik nann 
te und an den technischen Hochschulen lehrte 
Ein munteres Völkchen von materiellen Punk- 
ten, unendlich biegsamen Fäden, masselosen 
Stäben bewegte sich oder blieb in Ruhe 
unter Einwirkung mehr oder weniger raffi 
nierter Zentralkräfte und ließ sich mit den 
Newtonschen Gesetzen, mit Schwerpunkts 
und Flächensalz, allenfalls noch Energieprin 
zip, leidlich beherrschen. Wer sich in der 
Auflösung eingekleideter Gleichungen oder in 
den Anfangsgründen der Dilferential- und In 
tegralrechnung üben wollte, kam, wenn er 
das Zechsche Aufgabenbuch zur Hand nahm. 
sewiß auf seine Kosten. In den letzten fünf 
zig Jahren hat sich aber erfreulicherweise 
die Auffassung von dem, was Mechanik ist. 
bei uns gründlich geändert und die Heraus- 
geber der späteren Auflagen mußten sich die 
ser Tatsache durch schrittweise Erweiterung 
des Aufgabenkreises anpassen. Jetzt ist Herr 
v. Eberhard, angeregt durch die neueren 
Lehrbücher, namentlich Hamels ausgezeich- 
nele „Elementare Mechanik“, soweit gegangen, 
selbst die sogen. Lagrangeschen Gleichungen 
zweiter Art für allgemeine Koordinaten au!- 
zunehmen. Auch ein Abschnitt über das Rech- 
nen mit Vektoren (der vorletzte des Buches! 
und ein besonderer über die Gesetze der 
Relativbewegung dient der Modernisierung des 
alten Werkes. 

Sieht man sich nun die einzelnen Abschnitte. 
die jedesmal grundsätzliche Erläuterungen. 
dann Aufgaben, endlich deren Auflösungen 
enthalten, näher an, so wird man finden 
daß nur die elementarsten ihrem Ge 
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sensland einigermaßen gerecht werden. Dies 
silt z.B. von den drei ersten Zusammen- 
selzung von Kräften, Gleichgewicht in der 
lÜbene, Gleichgewicht im Raum), in denen die 
l.rläuterungen wesentlich richlig, die Aufgaben 
hübsch ausgewählt sind, mit der schon an- 
sedeutelten Einschränkung, dab der hauptsäch- 
lichste Inhalt der dem Leser zufallenden Arbeil 
meist ein rechnerischer und nicht mechani- 
scher ist Kın Beispiel für viele Aufgabe 6 
in Abschnitt III lautet: Ein schweres Dreieck 
wird in eine Hohlkugel gelegt; was ist seine 
Gleichgewichtslage? Gemeint ist natürlich eine 
ebene, sehr dünne Platte von gleichförmi- 
ser Massenverleilung und als selbstverständ- 
lich ist angenommen, daß die spitzen Ecken die- 
ser Platte ohne Reibung oder Klemmung 
in der Kugelschale gleiten. Unter dieser Vor- 
ausselzung sind die Auflagerkräfte nach dem 
Kugelmittelpunkt gerichtet, durch diesen muß 
also auch die Schwerkraft-Resullanle hin- 
durchgehen Der Leser der die Absichl 
halte, in die Slalik räumlicher Kräftesysleme 
einzudringen wird so vor die langwierige, 
rein stereometrisch-trigonometrische Aufgabe 
vestellt, die Lage eines der Gestalt und Größe 
nach gegebenen, einer Kugel einbeschriebenen 
Dreieckes zu berechnen und braucht, sobald 
er diese gelöst hat, nur die Verbindung des 
Schwerpunktes mit dem Kugelmittelpunkt als 
Vertikale anzusehen. Übrigens wird im Buche 
selbst die Frage unvollständig beantworlet, 
denn außer dem  Mittelpunktsabstand des 
Schwerpunktes bedarf man zur Lagenbestim- 
mung noch der Angabe des Winkels zwi- 
schen Dreiecksebene und Vertikale. 

Viel tiefliegender und außerhalb allen Be 
reiches subjekliver Erwägungen sind die Män 
oe] des Buches überall dort. wo wirkliche 
mechanische Schwieriekeiten zu überwinden 
wären. Schon die Erläuterungen des Abschnil- 
les IV über den .‚Grundsalz der virtuellen 
Verrüekungen sind höchst mangelhaft, aber 
vollends warnen muß man den Leser vor dem 
\1l. Abschnitt „Von den Prinzipien der Dy- 
namik'. Ilier werden in den Erläuterungen 
zum d’Alembertschen Prinzip die Begriffe 
der äußeren und der eingeprägten Kraft dau- 
ernd durcheinandergeworfen, der Ansalz der 
Newtlonschen Gleichungen Masse mal Be 
schleunigung Summe aller Kräfte für jedes 
Massenelement wird als d’Alembertsches 
Prinzip, die Addition dieser, nur mit gesigneten 
l’aktoren multiplizierten Gleichungen als das 
Prinzip der virtuellen Arbeiten bezeichnet, 
endlich die Behauptung aufgestellt, daß alle 
‚inneren Kräfte, Spannungen, Pressungen u. 
dgl in der Gleichung dieses Prinzips fort- 
selassen werden dürfen. Wenn nachher alle 
diese Irrtümer bei den Aufgaben und ihren 
l.ösungen keine Rolle spielen, so hat dies 
seinen sehr einfachen Grund darin, dab von 
den 9 Aufgaben des mil so weil ausgreifenden 
Krlaulerungen eingeleiletlen Abschnittes 8 die 
materiellen Punk- 


Bewegung eines einzelnen 
tes betreffen (einmal eine kleine Kugel in einer 
Röhre von Kreisquerschnill, einmal ein Ring. 
der über einen Slab geschoben ist, usw und 


nur eine die Bewegung zweier durch een 
Faden verbundener Punkte. Derartig kleine 
Spatzen lassen sich eben auch mil einer 
schlecht gebauten, schlecht geladenen und 
schlecht gerichteten Kanone erledigen. 

lin besonders betrübliches Bild bietet gerade 
dem Techniker der siebenle Abschnitt, die 
l.ehre von der Festigkeit. In den Erläute- 
rungen wird das Hookesche Gesetz und die 
Differentialgleichung der elastischen Linie an- 
gegeben. Unter den Aufgaben findet sich Tol- 
voende: ,,9. In einer vertikalen Ebene sind 
zwei gleiche Balken CA und ÜD aneinander- 
selehnt, die unteren Enden A und DB sind 
durch eine horizontale Zugsltange verbunden, 
deren Mitte D durch eine verlikale Zugslange 
mit € in Verbindung steht, und von irgend 
einem Punkt #% auf U D gehen zwei weitere 
Stangen nach den Mitten F und G von 
AC und BC. Was sind die vorkommenden 
Spannungen und Pressungen, wenn man auf 
AC und B€Ü gleichförmige Belastung annimml 
und die Gewichte aller Stangen, mit Ausnahme 
des Gewichles von AD vernachlässigt?" Daß 
die „Spannungen und Pressungen“ von den 
Auflagerbedingungen abhängen, scheint dem 
Verfasser unbekannt zu sein; aus der Aul- 
lösung kann man schließen, daß er sich in 
4 und B horizontale Gleitlager denkt, und auch 
alle übrigen bestimmenden Eigenschaften des 
betrachteten Slabsystems kann der Leser nur 
hinterher aus den Angaben über die Lösung 
erraten. Die gleiche Fremdheit mit den Ver- 
hältnissen und den Problemen der Technik 
äußert sich in fast allen Aufgaben dieses Ab- 
schnittes. 

Im Ganzen wird man das Urteil über das 
vorliegende Werk dahin zusammenfassen müs- 
sen, daß die Zeit für eine derarlige .theoreli 
sche Meechanık" endgüllig vorüber ist Sie 
senügl nicht den Anforderungen des Theo 
relikers und läßt den Techniker völlig un 
befriedigt. 16 Mises. 


Mitteilungen der Preußischen Hauptstelle 
für den naturwissenschaftlichen Unterricht, 
Heft 4: H. HAHN: Die Starre. — ©. FISCHER: 
Die Schraubenfeder. Quelle & Meyer, Leipzig 
1920, 186 S. 

Zunächst: Was heißt das, ..die Starre‘? Der 
Verfasser, der bestrebt ist, für alle termini 
ltechniei deutsche Fachausdrücke einzuführen, 
versteht unter .Starre“ den Faklor, der beim 
Hooke’schen Geselz elastischer Körper mit der 
Verlängerung multipliziert werden muß, damil 
sich die dehnende Kralt ergibt. Um etwas bei 
der Frage der Verdeutschung zu bleiben: Der 
Verfasser nennt den Elastizitätsmedul .„Dehn- 
maß", den Schubmodul ..Gleitmaß wäre 
nicht Schubmaß besser und Gleitmaß für den 
Widerstandskoeffizienten zäher Flüssigkeiten zu 
bewahren”), das Trägheilsmoment .Drehmasse‘ 
die kinetische Energie „Wucht, die potentielle 
lÜnergie „Macht usw. Klingt sehr gut: „Wucht 
und Macht zusammen ‘darf man noch „plus“ 
sagen?) bleiben fest", aber, wenn nun alle diese 
\Worie: Wuehlt, Macht, Kraft wissenschaftlich 
[estgelegt sind, was bleibt dann noch für die 





Es 
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Ireie, wissenschaftlich nicht gebundene Spra 
che übrig? Wird sie nicht ärmer? Erfindel 
neue Worte, die nicht der Umgangs- 
sprache angehören! ,„Dehnmaß" ist gul 
und vielleicht gewöhnt man sich auch an 
„Starre Ob auch an ,„Spute” für die Kreis 
Irequenz ? 

Nun zum sachlichen Inhalt: Beide Abhand 
lungen betreffen die Schraubenfeder, die erste 
Abhandlung ihre Rolle im Unterricht der Me 
chanik auf der Schule, die zweite Abhandlung 
die Berechnung der Starre aus der Gestalt und 
der Materialeigenschaft der Feder. Um mil 
der zweiten zu beginnen, die auch für den 
Ingenieur Interesse haben dürfte, so bringt sie 
mit recht elementaren Mitteln eine Übersicht 
über die einschlägigen Arbeiten von James 
Thomson, Perry, Wilberforce, Som 
merfeld.,. Lord Kelvin und Miller. Die 
l’ormeln dieser Autoren werden abgeleitet und 
miteinander verglichen. Besprochen wird noch 
der Einfluß der Masse der schwingenden Feder 
selbst und der Einfluß der Dämpfung. Da auch 
das Beobachtungsmaterial milgeleilt wird. is! 
die Arbeit des Herrn Fischer sicher rech! 
wertvoll. 

Recht erfreulich im ganzen ist auch die erste 
Schrift. erfreulich vor allem, daß hier, in 
einem für Lehrer gedachten Werke, versucht 
wird, im Anschluß an neuere Untersuchungen 
über die Grundlagen der Mechanik (Budde, 
Jaumann und auch mein Lehrbuch der Elemen- 
laren Mechanik berücksichtigt der Verfasser 
ziemlich weitgehend), mit altüberkommenen 
dogmatischen Vorstellungen der Schulbücher 
zu. brechen und ihre Mechanik auf eine mehr 
wissenschaftliche Basis zu stellen. Ganz sicher 
wird die Schule ein stärkeres Gefühl für die 
\lechanik als eine Wissenschaft von wirklichen 
Dingen einflößen. wenn sie sich den Massen 
punktabgewöhnt und mit wirklichen Kör 
pern arbeitet, dementsprechend auch räumlich 
verteilte und flächenhaft verteilte Kräfte unter 
scheidet. Herr Hahn schließt sich ganz diesem 
Standpunkt an. Sachgemäßb werden auch die 
Zug- und Druckkräflte gleich mil den Verzer 
rungen in Verbindung gebracht (Seile 14 oben 
Auch den Schlußausführungen des Verfassers. 
die sich auf die allgemeine Grundlegung der 
Mechanik beziehen, kann ıch voll zustimmen 
Ich möchte ganz besonders auf sie aufmerksam 
machen. Sie sind um so nolwendiger,. als die 
starke und aufs einzelne gehende Beschäftigung 
mit einer Einzelaufgabe leicht die Gesichtsweilte 
beeinträchtigen könnte. 

Nun mag aber der Verfasser auch einige kri 
lische Bemerkungen gestalten Zunächst ge- 
oenkrilische, da wo er sich mit der Darstellung 
der Federbewegung in meiner „Elementaren 
Mechanik* beschäftigt. Mein Buch hat eine 
strenge Architektur, es ist also bedenklich. 
einen Teil herauszugreilen und von anderem 
Standpunkt aus zu betrachten. Der Verfasser 
oder seine Schüler kennen bereits die Schwer 
kraft, die Fallbewegung und daher auch die 
Masse, meine Leser kennen an der in Rede 
stehenden Stelle weder die Masse noch auch 
den Kraftbegrilf. Beides soll erst geschaffen, 





vor allen Dingen die Idee der Masse an einem 
Beispiel, etwa der Federschwingung, entwickelt 
werden Bei einer analytisch deduzierenden 
Methode kann man aus der als bekannt angı 
nommenen Gleichung 


mx’ lea 


ableiten, dab die Spute n | ist und diese 


Beziehung meinelwesen ein Grundseselz der 
einlachen Schwingungen nennen, bei meiner 
synthetisch aufbauenden Methode aber habı 
ıch erst aus Beobachlungen 

e n- 2 
oewonnen und nun handelt es sich darum. aus 
weileren Beobachlungen das n?: in einen nur 
vom schwingenden Körper abhängigen Faktoı 


1 
und einen nur von der Feder abhäneigeı 


m 
"“aktor k zu zerlesen. So wird aus der Beobach 
lung die Idee der Masse gewonnen. Die Idee. nich! 
ihre Definition. Dazu ist das Experiment viel 
zu ungenau. Der Verfasser irrt, wenn er sagl 
we h 
„Da diese Beziehung (m ;) erlaubt, die 
n ? 
Masse zu messen, liefert sie auch eine Bestim 
mung des Begriffes Masse Nein. eine Messung 
liefert niemals einen Begriff. Die wissenschaft 
lichen Begriffe werden rein logisch nur dureh 
die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen 
definiert durch ein unabhängiges Axiomen 
system) z.B. Masse und Kraft vor allem aus dem 
Newtonschen Grundsatz mw=|k. \uber 
dem bestehen von einzelnen Beobachlungen her 
Ideen über die Beziehung der Begrille zur 
Wirklichkeit Ist dann das wissenschaftlich« 
System aufgebaul, so kann man mil seiner 
Hilfe die Theorie der Meßapparale entwickeln 
und nun durch entsprechende Beobachlungen 
leststellen. wıieweit die Begrille auf die Wirk 
lichkeit anwendbar sind. Erst die Gesamtheit 
der Theorie und der Beobachtungen legt den 
Begriff soweil fest, als es überhaupt möglich 
ist, definiert ihn auch real. Beispiel: Aus den 
Prinzipien der Mechanik folgt die Theorie der 
\Wase. Aus der Mechanik folgt zusammen mil 
Beobachlungen das Geselz der Schwerkraft 
Wase und Schwerkraft zusammen, nebst Beob 
achtungen über die störenden Kräfte (Reibuno 
usw.) geslalten dann erst die Wägung und die 
Realdefinition der Masse, die zunächst logisch 
nichts anderes als ein der Malerie eigener un 
veränderlicher Faktor ist. der mil den Krälten in 
der Wechselbeziehung des Newlonschen Grund 
oeselzes stehl Aber die Idee der Masse als 
Irägheitlsfaktor kann sehr wohl schon aus 
einem recht unvollkommenen Experiment, wie 
dem mit der schwingenden Feder, gewonnen 
werden. 

An anderen Stellen der Schrift Hahns wäre 
orößere Schärfe erwünscht. Seite 14 heißt es 
Eine verzerrle Feder übt nach dem Ent 
lasten eine Kraft aus, die ihre Gestalt wie 
der herstellt. die Kralt nennen wir Feder 
kraft. Aber das stimmt doch nieht. Eine en! 
lastele Feder übt nach außen gar keine Krall 
aus. Ganz unzulässig ıst auf Seite 20 und 
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21 die Darstellung der ‚Spanner \Wıe sich 
Seite 21 zeigt, meint der Verfasser die beiden 
Spannkräfte, die zwei durch eine wirkliche 
oder gedachte Fläche getrennte Körper auf- 
einander ausüben, er hat den Spannungstensor 
im Auge; zunächst aber nennt er so die beiden. 
an den Enden einer Feder auftretenden Kräfte. 
die wohl in der Ruhe, aber keineswegs in der 
Bewegung einander enlgegengeseltzt gleich sind, 
weil noch ein Körper zwischen ihnen ist 
Dieser Gebrauch desselben Worles für zwei 
sanz verschiedene Dinge muß sehr verwirrend 
wirken. Auch ist der Begriff in der Fassung 
von Seite 20 nicht zum Aufbau der Mechanik 
verwertbar. 

Und nun noch eine Stelle, die mein Be 
denken erregt. Seile 48 heißt es: Dort halte 
der Schüler erkannt, daß die zurücklreibende 
Kraft der Feder P gleich ka ist .. Da 
der Schuler in der Bewegungslehre bereits ge 
lernt hat, die Kraft, welche die angehängte 
\lasse bewegt, durch das Produkt aus der 
Masse m und der Beschleunigung b zu messen, 
kann er die Kraftgleichung 

mb kx 


anselzen.' 


Nein, das kann er nicht, denn selbst wenn 
er seine bisherigen Kenntnisse zum allgemeinen 
Newtonschen Grundgeselz verallgemeinern woll 
le, so könnte er noch lange nicht wissen, daß 
auch bei der Bewegung die Kraft kx ist. 
Das ist sogar falsch: die Kraft ist wesentlich 
geringer. Der Verfasser weiß ja auch, daß die 
Gleichung gar nicht so heißt, sondern genauer 


m I’. m’b 2. 


wo m’ die Masse der Feder selbst ist. Nun 
kommt ja nicht irgendwie auf mystischem 
Wege ein Drittel der Federmasse zi ange- 
hängten Masse hinzu, so daß der Fehler in 
einer Ungenauigkeit der Massenbestimmung 
läge, sondern ın Wahrheit ist die Kraft, welche 


die Feder nach außen abgibt, geringer \an 
müßte eigentlich so schreiben 
mb kz—P' 


P'=1/,m’b 

Die Sache liegt natürlich ziemlich tief, sie 
hängt aufs engste mit den Schwierigkeiten «des 
statischen Kralftbegriffes zusammen und mil 
ähnlichen Schwierigkeiten, die das d’Alem- 
bertsche Prinzip selbst guten Büchern be- 
reitet. Ich nehme gleich eine entsprechende 
anfechtbare Stelle der Fischerschen Abhand- 
lung. hinzu. Seite 153 heißt es: ...Da ferner 
außere Kräfte und das Produkt aus Masse und 
Beschleunigung nach dem  d’Alembertschen 
(‚rundsaltz wie gleichartige Größen zu behan- 


deln sind, so muß das Produkt mz in jedem 
\ugenblick ebenso groß sein wie die äußere 
Kraft P, die die Feder in ihrem augsenblick- 
lichen Zustand verzerren würde.“ Hier ist 
derselbe Fehler wie oben, nur tritt seine Quelle 
deutlicher hervor: eine falsche Auffassung des 
d’Alembertschen Prinzips \uch muß es nıchl 


äußere Kräfte sondern eingepräglte Krälle 
heißen. Und im Zusammenhang damit ıst das 
System nicht klar erfaßt. Ohne klaren System 
begriff kein richtiges d’Alembertsches Prinzip 
Der Schluß des Salzes ist auch sachlich falsclı 

Selbst auf die Gefahr hin, mich zu wieder- 
holen (es stehl dies schon alles in meiner Ar 
beit über die Grundlagen der Mechanik: malh 
\nnalen Bd. 66, Seite 382) möchte ich hier 
vor weiterem Kreise noch einmal auf die 
Sache eingehen, denn kein Prinzip der Me- 
chanik wird im Unterricht so schlecht be- 
handelt, wie das d’Alembertsche. Entweder 
Irivialisierl man es: man schreibt nur 
das Newlonsche Grundgesetz in der Form 
>k—-mw=0. Das steckt zwar im d’Alembert 
schen Prinzip mit drin, aber das ist nicht 
alles. Oder man Tfaßt es falsch auf, wie unsere 
Autoren (sie sind nicht in schlechter Gesell- 
schaft): Aus einer richtigen stalischen Glei- 
chung wird eine richtige kinelische, wenn man 
die Massenbeschleunigungen von den Kräften 
abzieht. Das führt zu Fehlern, siehe oben 
Das richtige Prinzip, genau so wie d’Alember!l 
es formulierte, heißt: Die Reaktıons 
kräfte (ihr Gegenteil nennt d’Alembert die 
verlorenen Kräfte) halten sich am System 
das Gleichgewicht. Oder, da nach Newlon 
die Massenbeschleunigungen gleich der Summe 
aller Kräfte, also der Summe aus den Reak- 
tionskräften und den eingeprägten Kräften 
gleich sind: Die eingeprägten Kräfte 
und die negativen Massenbeschleuni- 
sungen halten sich am Syslem zu- 
sammen das Gleichgewicht. 


s kommt also auf das System an. Ist das 
System ein physikalisches (wirkliches), so gib! 
es keine Reaktionskräfte und das Prinzip wird 
mit dem Newtonschen Grundgesetz idenlisch. 
Man spricht deshalb bei einer Feder am besten 
sar nicht vom d’Alembertschen Prinzip. Ist 
aber das System idealisiert (z. B. ein starrer 
Körper), so liefert das Prinzip Neues, die 
Bewegungsgleichungen des starren Körpers, 
die das Newtonsche Prinzip allein 
nicht geben kann, da es die unbekannten 
Reaktionen enthält. 

Der Übergang von der Statik zur Kinelik 
ist schwer, weil man damit rechnen muß, daß 
die Kräfte sich ändern. Darum ist der direkte 
Aufbau der Kinetik dem aus der Slatik ent- 
schieden vorzuziehen; und darum paßt auch 
das Stück aus meinem Buche nicht gut in 
die Arbeit des Herrn Hahn, so sehr ich ıhm 
auch danke, daß er die Lehrer mit meinem 
Buche etwas bekannt macht. 

Ich habe diesen beiden Abhandlungen mehr 
Zeilen gewidmet, weil sie sicher nach ihrer 
Bedeutung einen weiten Weg durch die Leh- 
rerwelt zurücklegen werden. Gerade aber we- 
sen dieser breiten Wirkung schein! es mir nol- 
wendig, deutlich auf die Mängel hinzuweisen. 

Berlin, den 12. Dezember 1920. 11 

Hamel. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Unterteilung eines Funktionsmaßstabes. Um zu beweisen, daß die drei Winkel ein 
kin Funktionsmaßstab stellt eine Beziehung ander gleich sind, denke man sich in dem Bild 
zwischen zwei von einander abhängigen ver die Strecken 1—2, 2—3, 3—4 mit a, db, c 
änderlichen Größen in der Weise dar, dab bezeichnet, die Halbierungslote der Strecken 
die eine Größe dureh eine Strecke s, die an- a und 5 sowie die dureh P gehende Halbie 
dere dureh eine ihr zugeordnete Zahl z ange runesnormale der Streeke M2 hinzugefügt 
geben wird, indem man für eine Reihe gleich und die Sehnittpunkte mit Fund @ be- 
stufie fortschreitender Zahlen 2), 29, 23.... zeichnet. Diese Punkte sind offenbar «die 
die entsprechenden Strecken 8], 8&, 8 ..., von Mittelpunkte zweier Kreise dureh M, von 
einem gemeinsamen Anfangspunkte beginnend, denen der eine dureh 1 und 2, der andere 
dureh Maßstabstriche begrenzt und die Zahlen dureh 2 und 3 geht. Verbindet man noch F 
zu den Striechen hinzuschreibt. Das bekann mit 1 und 2, G@ mit 2 und 3, so erhält man 
teste Beispiel ist wohl der bei dem Rechen- zwei eleichsehenkligee Dreiecke 12 F und 236, 
schieber verwendete lograrithmische Maßstab, welehe ähnlich sind, weil sieh ihre Höhen 
bei welchem 2 den Numerus, s den Log verhalten wie die Grundlinien a und 5, deren 
arithmus bedeutet. Gleiehviel, ob, wie hier, Winkel bei F und @ daher einander gleich 
die Funktion s = /f (z) eine analytische ist, sind. Da diese Winkel Zentriwinkel in den 
oder ob sie den Ablauf eines Vorgeanges, etwa Kreisen um F und @ sind. die Winkel 1 AM12 
eines Experiments, empirisch zum Ausdruck und 243/73 aber Peripheriewinkel über den 
bringt immer wird man sieh mit der ge selben Sehnen a bezw. 5b, so müssen auch 
setzmäbßbigen Ermittelung einer beschränkten diese einander gleich sein. Verbindet man 
Zahl von Maßstabpunkten begnügen müssen. noch @ mit Q, so ist @% die Halbierungs 
Soll der Maßstab für beliebige Zwischenwerte normale der Streeke M3 und schneidet das 
nutzbar werden, so mub man eine weitere Halbierungslot der Streeke e in //, dem Mittel 
Unterteilung vornehmen, wozu man sich des punkt eines dureh die Punkte 3 4 J7 gehenden 
folgenden Näherungsverfahrens bedienen kann, Kreises, dessen Zentriwinkel 3 7/4 ebenso grol3 
welches an dem Beispiel eines logarithmischen ist wie LF2 und 2@3, woraus folrt, daß auch 
Maßstabes dargestellt werden möge. Im 3M4 = ıM2 > M3 ist. 

4 nebenstehenden Bild a 
sind die Punkte 1, 2, a. de 
3,4 auf einer Geraden HIN 
so aufgetragen, dab Po 
ihre Abstände von 1 r 4 
den Logarithmen der 
; Zahlen 1, 2, 3, 4 pro- | ; 
portional sind. Ge | j \ 
sucht wird die dezi y \ 
male Unterteilung für | N # / ‚f? 7 
lox 1,1, log 1,2 usw. | ji / | 
bis low 3,9. | N ® f / ] 

Man zeichne zu | 1 B.# /” R 
nächst die ähnlichen | c { | Y Dry, A ; | 
Dreiecke 124, 23B | %\ Y////L, a / ur U \ 
und 34CU und lewe ug ES rs: a 3 a " Sog P f ; A 
durch A und D eine N j | | 

(Gerade bis zum | | |. 

Scehnittpunkte P, dureh | | Du 
B und € eine Gerade | | 7 
bis zum Sehnittpunkte | ä , 

Q. Sodann schlage | d 

man um Peinen Kreis- | 

bogen dureh 2, um @ 

einen  Kreisbogen $ 
dureh 3. Schneiden 1 
sich diese Kreisbögen 
in MM, so hat dieser Punkt die Eigenschaft, Die in dem Bild mit A und Y bezeichneten 
daß die von M nach 1. 2, 3. 4 gezoeenen Koordinaten des Punktes M kann man 
Strahlen zleiehe Winkel mit einander bil- leicht durch Reehnung kontrollieren. Für 
den. Wird sodann jeder der drei gleichen die Seiten des Dreiecks PMQ findet man 
Winkel in 10 gleiche Teile geteilt, so erge- zunächst: 
ben die Sehnitte der Teilstrahlen mit der Ge- » . 
raden 1 2 3 4 die gewünschte Unterteilung). p 2 e 3 Beier u=b+jy p 

Ad ) ) E 


Dieselbe Aufgabe löst R. Mehmke in anderer 


a _-; 2 und für die Koordinaten: 
Weise. Zeitschr. Ver deutsch. Ing., 1889, S. 583. 








RT BETTER EEE = 


fe wenn 


N RETTET TE EEE TEL GELEGT EAN ET ET TE no 


nn mn 


ne = 


an ren 


m DT nn N“ 





nn a ne er 


Ä 
v 
F 
N 
E 
ß 





! 
& 






- 


Een 


re 


en > 


pn wi nen 
Er Küne ir a 
ee: Zn 


wen 


u. 


mn 


nn 


ol 


# 


u 


in > 


uw 


2 


et ai 


I54 Zeitsehrift für ansewandte 
p* u’ ig 
\: d 1 y + 
2u 
f) Y und 
i , ) r u ( 
Y= V»' & . ) 
2u 
Weiter folet sodann: 
} ) 
ane g, = . ranı q4 = 
\ A A b C 


owie für die Abszisse eines dem loe n ent 
preehenden Teilpunktes 


r,_>= N Y vote Pa: 


wenn u 2 +- e (4 Qp,) IS 


Wiire «die Konstruktion eeometrisch genau. 


o müßte für unser Beispiel x, = logn sein. 


Ilın alleemeinen wird ein kleiner Fehler f vor 
handen sein, dessen Größe sich aus der Glei 
ehung 
= love n x. 

ereibt und dessen Verlauf man «dureh eine 
Kehlerkurve mit der Abszisse , oder log n 
und der Ordinate 50 f oder 100f veransehauı 
lichen kann. 

Dieser theoretische Fehler ist natürlich zu 
unterscheiden von dem wirklichen Fehler, der 
um «den Betrag des Zeichenfehlers kleiner 
oder erößer sein kann als f£ Abvesehen von 
lem  Zeichenfehler., «dessen Gröbe von der 
(‚enauliekeit des Zeichengeeräts und der Ge 
sehiekliehkeit des Zeiehners abhängt, ist die 


Niiherunge eine sehr befriedieende. Für die 
Strecke 24 ’ ist sie am oeröbten., Hier bleibt 
der Fehler unter 0,0004 der logarithmischen 
Kinheit, während er für die Strecke 1—?2 etwa 
0.0015 erreieht. Zur Erzielung der erößt 


mörlichen Genauiekeit wird es sich daher 
empfehlen, immer nur jeweils die mittleren 
Streeken zu unterteilen, hier also die Strecke 
2-3 von NM aus, für die Strecke 3—4 aber 
einen neuen Punkt M für die Teilpunkte 2, 
3, 4, 5 zu benutzen usw. 

Mit Hilfe der Unterteilune kann man aus 
der Funktionsskala eine Funktionskurve ent 
wiekeln, die in der Regel genauer ausfallen 
wird, als wenn man nach Auftragung der ge- 
setzmäßie ermittelten Punkte diese mittels 
Kurvenlineal verbinden würde, 

Das vorstehend beschriebene Verfahren ver 
saet offenbar, wenn die beiden Kreise um /P 
und @ keinen Schnittpunkt ergeben, d.h. 
wenn der eine vollständie in dem andern 
lieet. Aber auch für solehe Fälle kann ein 
Punkt N! angegeben werden, der eine nähe- 
rıunesweise richtige Unterteilung ermögelicht. 
Denkt man sich die Abstände der vier Punkte 
234 proportional verkleinert, so rücken 
auch die Punkte P und Q@ näher aneinander, 
um schließlieh zusammen zu fallen, wenn 
jene Abstände unendlich klein werden. Dann 
wird auch 9 p, und aus den zwei Kreisen 
mit diesen Radien wird einer. Der Punkt M 
lieet immer noch anf diesem Kreise, außer 
dem aber auf einem in P errichteten Lot. 
\ls Näherunge ergibt sieh hieraus «die folgende 
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Regel für den der Strecke 2—3 entsprechenden 
Punkt M: Man fasse statt p die Strecke vom 
Mittelpunkte der Strecke 2—3 bis zum Mittel- 
punkte der Strecke PR in den Zirkel und 
schlage einen Viertelkreis um letzteren. Der 
höchste Punkt dieses Kreises ist der gesuchte 
Punkt M. 

Während die KRadien p und 9 bei 
empirisch geteilten Maßstäben nur durch 
Konstruktion oder aus den Gleichungen 


ab be , 

p und = gefunden werden 
a b b C 

können, ergibt sich, wenn s=f(z) eine ana 


Ivtische Funktion ist, im Grenzfalle unend- 
lich kleiner a und 5 für p ein analytischer 
Niiherunes- Ausdruck. 

Offenbar ist nämlich im Grenzfalle. wenn 
dz konstant bleibt. 


(8 
ı= dz, 
O2 
(!Ig 
| dz) 
(2 () x 2 
b (= dz ;(d2)*, 
(02 02“ 
zu setzen, sonach 
Is (Is 77 2 
dz dz + - (d2)® | 
ab ()2 ()2 (0) 8°? | 
J - —— 
! dl b 78 9 
(d 2) 


77 
O 2° 


22 


oder, da (dz)? gegenüber (dz)? verschwindet, 


) 


(a2) 


pP er p) 
(“8 
() >? 
Beispielsweise erhielte man für s= log z 
—= love - In: 
)% 1 (12% | 
- loge—, ungen, 
()2 - (1 »- \ n 
p = loge = 0,4343. 
Für s = sin> erhält man: 
(8 O*’s ' 
cos 2, _ sin z, 
2 O 2° 
9 
COS” 
sin 2 


Eine Anwendung kann das Verfahren auch 
finden, wenn s den Weg eines Schiebers (dar 
stellt, dessen Stellung so auf den Drehzeiger 
eines Meßinstruments übertragen werden soll, 
dab innerhalb wewisser Grenzen die Zeiger- 
bewerung eine von 8 abhängige Größe z mit 
vleichstufigen Intervallen darstellt. 28 


E. A. Brauer. 


Über eine neue Art von Rechentafeln. 
Kine Rechentafel mit parallelen Skalen stellt 
im Falle linearer Teilung eine Summations- 
tafel, im Falle logaritlhmischer Teilung eine 
\Multiplikationstafel vor.  Verwickeltere Glei- 
chungsformen bedingen im allgemeinen die 
\nwendung von nichtlinearen bezw. krumm 
linigen Skalen, die die Ilerstellung der Rechen- 
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lafel erschweren Wir wollen hier zeigen 
wie man durch eine besondere Art des Über 
ganges zwischen den einfachen Systemen, in 
welche die Gleichung zerlegt wird. zu neuen 
Gleichungsformen gelangen kann, die sich mil 
llilfe von leicht konstruierbaren Rechentlafeln 
mit parallelen logarithmischen Skalen 
lösen lassen. 

Kine Rechentafel mit drei parallelen loga 
rithmischen Skalen, ermöglicht, wie bekannt! 
die Lösung einer Gleichung von der Form 


104 > 
P(l,u,v)=t uw v=0 ..dA(d) 
Schreibt man nämlich (1) in Determinanten 
form mit a=a—c, 3=c —b, so erhält man 
(2) 
alost 1 
ı U ! 
b log u] = (A log —) log C log — = () 
C log > 1 Ü Ü u 
h-a hc C [04 7 
also ®v® :t di v=t u. 


Das Nullwerden der Determinante (2) be 
deutet aber. daß die drei Punkte mit den 
\bszissen a, b,c und den Ordinaten log f, log ı, 
log v auf einer Geraden liegen. 

Wird die Anzahl der Veränderlichen auf 
vier vergrößert, so ist die vierte Veränderliche 
in das bisherige System durch eine zweite De 
terminanlte einzuführen. Die diesem Falle en! 
sprechende Gleichung 


[94 > Y < 
Plt,ur,u)=t Wv —v=0.. (3) 
ist dureh die zwei Delerminanten 


alogt 1 clogvwi 
1 


b log u =—) dlog v 11 ==0 (4) 
ce log vw 1 elogw 1 


vollständig ersetzt: dabeı wäre der Zusammen 
hang der Konstanten a bis e noch näher Test 
zustellen. worauf hier nicht eingegangen wer 
den soll. Die Rechenlafel wird aus » paral 
lelen Geraden bestehen. von denen 4. und zwar 
diejenigen für #, u, v und ww, Skalen enthalten 
die Gerade für » ıw ist eine Hilfslinie ohne Tei 
lung. Der Gang der Rechnung gehl aus Abb. 1 


ı? 17 


nd] 


u w 


I 
I 
| 


be 
Abb. 1 


hervor, die wir Schema der Rechentafel 
nennen wollen die Verbindungslinien der 
Punkte, die den Werten von f, u resp. v», w 
entsprechen, schneiden sich auf der Hilfslinie o. 
Aus drei gegebenen Werten von den # u, ® 
oder w kann so immer der vierle Wert ge- 
funden werden. Ein ähnliches Schema wäre 


) Vel z B. d’Veazrne: Caleul rraphique et 
nomographie, Paris 1908, S. 223. Pirani: 
Sammlonz Göselen. Bd. 728, S 74. Schillin«e: 
Ueber die Nomographie von d’Ocaene Leipzig 
917. 8. 283. 
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für eine Gleiehung mit fünf {und mehr) Ver 
änderlichen aufzustellen. was einer Translor 
malion der Gleichung auf drei (und mehr 
Determinanten entsprechen würde 

Der Übergangs zwischen den durch die eın 
zelnen Determinanten gegebenen Systemen wird 
dabei immer auf die möglichst einfachste Art, 
d.h. mittelst einer Hilfslinie ohne Teilung 
bewirkl! ls soll jetzt gezeigt werden, wi 
man durch Einführung einer anderen Art des 
Überganges zwischen den einzelnen Systemen 
zu einer anderen Form von Gleichungen ge 
langt. 

Die Gleichung 


) 


v. re: 
va u "u N (A) 


kann geschrieben werden ın der Form 


en Y-a 5 :*ßB 
ogv=logt w low (t u "-+1). (6) 


Sselzt man 


Ad f) n 


lo A = los t‘ —- loo Ti (D 
BAHT, nr 
so hat man die gegebene Gl. (5 I Zwei 


Systeme (6) und (7) zerlegt, zwischen denen 
der Übergang nach S durchzuführen is! 
Die Translormalion der Gleichungen (6) und 
7 auf die Determinantenform bietet kein« 
Schwierigkeit, und es kann sofort das Schema 
der die Gl. 5) lösenden Rechentlalel entwor 
[en werden (Abb.2 Durch die Skalen f, u, A 


z u WB o |v 
| | | 


| 


Abh. 2 


wird die Gl. 7, gelöst Die (il. 6) erhält vıeı 
Veränderlichen f#, u, B und v, und erfordert da 
her eine Hilfslinie # zu ihrer Lösune. In 
Abb. 2 ist eine einziee Skala für A und D ein 
oezeichnel: die Tafel könnte aber auch zweı 
einzelne Skalen für A und PD enthalten Der 
Übergang von A zu D geschieht nach Gl. (8 
durch Zuzählung einer Einheit zum abgelesenen 
Wert von A. Der Gang der Rechnung ist der 
[olgeende: man verbindet die den Werten won 
’ und zz entsprechenden Punkte, und die Ver 
bindungslinie ergibt auf der Skala (A, D), den 
Wert A. Dieselbe Verbindungslinie bestimml 
auf der Hilfslinie o einen Punkt, den man mit 
dem Punkte D, der um eine Einheit höher 
als A liegt, zu verbinden hat. Die Verbindungs 
linie ergibt auf der v-Skala den gesuchten Wer! 
von v 

Betrachtet man die elwas allgemeinere Form 


der Gl. (5 
aß es r 

v=mctW +alfu. .. .%5) 

wobei c, und ec» Konslanten sind. so bietet 
ür die oben angedeutele Zerlegung der Fall 
oleicher Vorzeichen von ce, und ce, keine Schwic 
rigkeilten Sind dagegen die Vorzeichen ver 
schieden, so gelangt man zur Übergangsglei 
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chune D \ I. und es dar! aus praktischen 

(runden nich! \ sehr nahe 1 werden. Die 

, . : .‚c y—a ß, J , 

Gleichunsen. für die e' u ”) seinkann. 
C 


wiuren daher Für s„ewisse Gebiete der Verän 
derlicehen dureh unsere Rechentafel nieht lösbar. 
Da aber Für diese Gebiete die Näherungsglei 
chung = = 0 besteht, so genügt es, der Rechen 


lalel eine entsprechende Anmerkung zuzufügen 


| Ilelliekeıl einer beleuchtlelen 
Fläche. 
10”; 
II: 


77 0) 4 


2" + 2°) 
(H Helliekeit in Lux eines wagereehten 
Ilachenelementes, das durch eine allseitig sym 
melrische Lichtquelle von 1009 Normalkerzen 


beleuchtet wird, a die wagerechle, X die 
vertikale Inlfernung des llächenelementes 
von der Lichtquelle Diese Gleichung wurde 
von Mehmke nomographisch gelöst!), und 


zwar erhält eine nach dem üblichen Verfahren 
konstruierte Rechentafel zweı nichtlineare ge- 
rade Skalen für x und /7 und eine krumm 
lınige Skala für z 
Nach der oben angevebenen Methode kann 
die Gleichung wie folgt zerlegt werden 
log 7] 6—+ log 3/4 low (x? 2°), 


x“ 
6— ogH=2logz2 + *"alog(-, - 1) 
n 








h low // »loez + °sloeB . . (9) 
oe A= low #° low 2° Iw aa So 
B=A+rN en arten AATERR 
000, Flux ot Xcm Zcm ,@ 4,B 
| 
| so 
| 15 | 
+ | + dd 
+ 4 I 
t N | t 30 
300 + 20 + | 
| X-Z -A i | 20 
00 4 B -ÄA + 1 t | 
I B Z -H 0, t Im 
"= | Bi 
} . Ni , 
| +0, 95 Re 
| L zu N 
200} 50 | \ 
130 | 
. | I 3 
“on en + 40 
un 794 177) } 
% 
80 | 
4 + 
x t 
100 " 77 r’ 
904 4 | } 
80 t t | 
£ 150! 
60! I m | 
N N “ 
sol url + 400 
N | 2, 
vo) 4 
| »00| 
” 
1) | 
“ 
I 
| 
| 
54 
N 
| | 
4 
ro 
10”2 
KDD, 1 - = 
ru y ? 


Ih, Pirani, a. a. 0. S. 107. 
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Zur Lösung der beiden Systeme (10) und 
Il) wurden die vier Skalen x, z und MH kon 
struiert (Abb.3). Verbindet man die gegebenen 
Werte von x und z, so bestimmt die Verbin- 
dungslinie den Wert A. Der abgelesene Werl 
von A ist um eine Einheit zu vergrößern, wo- 
durch man D erhält. Die Verbindungslinie der 
Werte B und z bestimmt den gesuchten Wert 
von MH. Diese Art der Rechnung drücken wir 


aus durch ’ 
x z >A 
B=A+1 
B—z >H. 
In Abb.3 sind die dem Fall a 5... 10 


entsprechenden Verbindungslinien eingelragen 
die H 107 ergeben? 


» Brennstoffverbrauch eines Kessels. 


U 4 +0),4 
II = 0.00277 ( +06U° 
R 


Formel von Reiche), in welcher bedeulel 
1 Höhe der Schornsleinmündung über dem 
liost in m. R soesamte Rostfläche der Kessel 
anlage in m’, U die von der Kesselanlage 
verzehrte Brennstoffmenge in kg/h.) Setzt man 
der Kürze halber 0,00277 a. 06 b, so kann 


die Gleichung wie folgt zerlegt werden: 
} 0,4 ‚16 n-2 
oe H=logbU" + log U’R’+1 


‚0,4 
—=logbl + log B 


Aa 


b 




















a ) 2 [4 
log A= log - DR 
b 
Bb=-A+1 
+ 07 
| 
t 
I» . 
Am? Uh| z, /m | A,B | 
| ’q - 
20 - 
R-U-A | | 
B-A+r1 
UB-H | 
| | 
| ) I 1 
4 
177) 
| 
54 | | ] 
| 400 15 
6 4 +2$ 
$L ” 1 
| E | 
} % 
7 | 1? 
. +30 | 
= | | | 
u | . 19, 1” 
| | »Y/, 
+ 5 h 
| 60 | 
2000 " | (3 
+ 30 | 
T +90 1 
Lroo e 
15 1309 |, 
! 
9 
| Be 


U\? 
Abb. 4. H= 0,00277 (>) + 0,6 ut 


I) Alle Abbildungen sind stark verkleinert; da- 
her wurden die Zwischenteilungen der einzelnen 
Skalen weggelassen. 


*, Reiche: Anlage und Betrieb von Dampf- 
kesseln, 3. Aufl.. Leipzig 18838, S. 57. 
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Die zur Lösung dieser Gleichungen konstru- 
ierte Rechenlafel ist in Abb. 4 wiedergegeben 
Die Rechnungsart ist angegeben durch 





R— U>A 
=A+1 
B—- U>H. 
Die ın der Abb.4 eingezeichnelen Verbin- 
dungslinien liefern für R SE: 300 den 


gesuchten Wert H=22. 


3. Ideelles Biegungsmomeni! 


M; = 0,35 M. + 0,65 YA? + M,? 


(M; = ideelles Biegungsmoment, M; = Bie- 
gungsmoment, M,= Drehmoment.) Setzt man 
0.35 a, 0,65=—=b, so kann geschrieben wer 
den 
N, 
log M; = log aM, + log | 1 + wer (, ”) 
FRE LAH BR: 
IRRE eat am 20 A 
b My\* 
log A= log + 1/, log (' + ) 
a Mx 
Da der Ausdruck für A nicht einfach ge 


löst werden kann, muß man weitere Hilfswerle 
und D einführen, die aber, wie weiler ge 
zeigt wird, teilweise nur zur Konstruktion 
der Rechentafel dienen werden 


b 
log A=log—- +'hloglC. . ... :. (MM) 


107 


a I a ee 0 


M,\° 
log D=1og ( ') —32log M, - 2 loc IM, (16) 


M; 

Die Konstruklion ist im Schema Abb.5 an- 
segeben. Durch Verbindung der Werte M, 
und M, erhält man nach Gl. (16) auf der 
Skala ‘C, D) den Wert D. Wird derselbe um 
eine Einheit vergrößert, so gelangt man nach 


f AB CDM M 
| | 


|| 

| | 

1 | 

| | | 

| | 3 
Abb. 5 


(1l. (15) zu €. Die Skalen für (€, D) und (A, DB 
sind so gewählt, daß man durch Projektion 
des Punktes € in einer bestimmten Richtung 


auf die Skala (A, DB) den Wert — -ye erhält. 


d. h. die Skala für (A, B) ist u so groß 
als die Skala für (€, D) und die Projeklion 
geschieht in der Richtung der Verbindungs- 
linie des Punktes 1 der Skala (€, D) mit dem 
b 2 
Punkte der Skala (A, B). Man erhält also 


a 


durch die Projektion den Wert A nach Gl. (14 
welcher nach Gl. (13) um eine Einheit zw ver- 
srößern ist, um D zu gewinnen. Werden die 
Punkte D und D direkt verbunden, so erhält 
man durch wiederholte Anwendung der be- 
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schriebenen Konstruktion eine Anzahl von Rich 
tungeslinien. welehe in Abb.6 ersichtlich sınd 


Mit Hilfe derselben kann direkt und mil gı 
nügender Genauigkeit der zum Punkte D ge 


100 x 2 7 
77 | M, 11 M; M, 
SCH 4 | 
70) 4 
80 | 

MM,-D ’E | 

t 2-B ’ 

M-B -M, 1 

ud 3 

| D 

| ; 
Pr 

| A | 5 | € 
.r 6 

| £ 

| [® 
ın 1 +9 
zZ F 17, 
6 | 

N I. 
3 
“) 5 

% 

| | 


”) N 
% 
4 
1 70 
| 
1 ) 19 
7A 0 1700 


+ 
+ 


Abb. 6. M:= 0,35 Mx + 0,65 Y M2°? + 91,? 


hörige Punkt PB gefunden werden, so daß der 
Gang der Rechnung ausgedrückt werden kann 
durch 
M, M,—>D 
D >R i 
HM. B->M 
Die in der Abb.6 einsezeichnelen Verbin 
dungslinien entsprechen dem Fall M, = 
M,= 25, für welehen sich M, 24,2 ergibt. 


u 


Hak. 35 


Entscheidender Fortschritt in der Lehre 
vom Atombau. Die englische Zeitschrift 
„Nature“ veröffentlicht in ihrem letzten Heft 
(24, März, Bd. 107, 1921, S. 104) einen Brief 
des berühmten dänischen Physikers Niels 
Bohr, der das Interesse der weitesten Kreise 
in Anspruch nehmen mub, da er zweifellos 
die gesamte Forschung auf dem Gebiete «des 
Atombaus in der nächsten Zeit entscheidend 
beeinflussen wird. Auch der Ingenieur, der 
innerhalb der Aufgaben seines Berufes heute 
noch mit den Begriffen und. Formeln der 
„klassischen“ Mechanik und Elektrodynamik 
auskommt, wird sich der Kenntnisnahme einer 
Entwicklung nicht völlig verschließen dürfen, 
die einmal, wenn auch voraussichtlich erst in 
späterer Zukunft, geeignet sein könnte, in 
praktische Fragestellungen einzugreifen. Denn 
alle modernen Abweichungen von den klassi- 
schen Newton-Maxwell-Hertzschen Auf- 
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fassungen, die Relativitätstheorie sowohl wie 
die Quantentheorie, verdanken ihr Entstehen 
in erster Linie dem unabweisbaren, für den 
Teehniker ebenso wie für den Physiker maß- 
sebenden Bestreben, die theoretischen Bilder 
der Tatsachen mit ihrem beobachteten Ablauf 
in vollständigere und genauere Uebereinstim 
mung zu bringen, 

Bekanntlich ist man in den letzten Jahren 
dureh zwingende Schlüsse aus der Beobach- 
tung verschiedener Erscheinungsreihen zu 
folgendem ild vom inneren Aufbau der 
Materie geführt worden.!) Jedes Atom eines 
Körpers besteht zunächst aus einem zentralen 
Kern, der nahezu die gesamte Masse des 
Atoms und eine bestimmte Anzahl positiv 
elektrischer Ladungseinheiten enthält; dann 
aus einer Reihe (negativ geladener) Elek- 
tronen von äuberst geringer Mass», deren 
Zahl gleich der der Kernladungseinheiten ist 
und die den Kern, wie die Planeten die Sonne, 
in gewissen Bahnen umkreisen. Den aufein- 
anderfolgenden Zahlen 1,2,3 usf. bis 92 ent- 
sprechen die Atome («der verschiedenen Ele 
mente derart, daß jedesmal die Zahl der La- 
dungseinheiten uud Elektronen gleich «der Ord 
nungsziffer, das Atomgewicht gleich oder 
nahezu zleich dem Doppelten dieser Ziffer 
ist. Die Reihe beginnt mit dem leichtesten 
Klement, dem Wasserstoff, dessen Atom aus 
einem einfach geladenen Kern und einem 
Elektron besteht, und schreitet parallel der 
Atomgewichtstafel bis zu den schwersten 
Elementen fort. Ein wesentlicher, von Bohr 
1913 zefundener Zug (dieses Bildes liegt nun 
darin, daß die stationären Bahnen der ein- 
zelnen Elektronen nicht etwa stetie variieren 
können, sondern ganz bestimmte Bewegungs- 
möglichkeiten dadurch als stabile ausgezeich 
net sind, «daß bei ihnen das Impulsmoment 
(Moment der Bewegurgsgröße) des Elektrons 
ein ganzzahliges Vielfaches des Planck- 
schen Wirkungsquants ist. Die einzelnen 
Atome _ («lesselben Stoffes sind untereinander 
nieht völlige gleich, sondern verteilen sich 
nach statistischen Gesetzmäßigkeiten auf (die 
verschiedenen Bewerungsmöglichkeiten der 
Elektronen, also auf die verschiedenen Quan 
tenzahlen ihrer Bahnen. Ebenfalls statistisch 
veregelt ist der Uebertritt oder Sprung eines 
Elektrons aus einer möglichen Bahn in eine 
andere, d.h. es besteht eine bestimmte Wahr- 
seheinlichkeit dafür, daß in der Zeiteinheit 
ein Elektron aus einer bestimmten Bahn in 
eine andere bestimmte Bahn überspringt, und 
diese Wahrscheinlichkeit hängt nur von den 
heilen Bahnen, also den beiden Quanten 
zahlen, ab. Jeder derartige Sprung, bei dem 
die Energie sich vermindert, bedeutet eine 
Energieausstrahlung oder eine Strahlungs- 
emmission, und zwar entspricht einem 


; vgl. etwa den Vortrag von R. v. Mises, 


Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure, 1920. 
S. 687 fl. Eingehen 'e Darstellung in dem Lehr- 
buch von A. Sommerfeld, Atombau und Spcektral- 
linien, 2. Aufl., Braunschweig 1921. 
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Ucbergang zwischen zwei bestimmten Bahnen 
eine Strahlung von ganz bestimmter Frequenz 
(Wellenlänge, Farbe), die wieder nur von den 
beiden Quantenzahlen abhängt. Das gesamte 
von einem Körper ausgesandte Spektrum ist 
mithin, was das Vorhandensein einzelner 
Spektrallinien betrifft, von den Möglichkeiten 
der Uebergänge, was die Intensität angeht, 
von deren Wahrscheinlichkeit bestimmt. 

Auf dieser Grundlage war es Bohr und 
Sommerfeld tatsächlich gelungen, das 
Spektrum des Wasserstoffes in allen seinen 
Feinheiten restlos aufzuklären. Auch die 
wasserstoffähnlichen Spektra der leichteren 
Elemente erwiesen sich dieser Theorie mehr 
oder weniger zugänglich. Nun aber blieb die 
offene Frage: Wie sehen die komplizierten 
Atome der schwereren Elemente im Normalzu- 
stande aus, wie sind die Planet-Elektronen 
angeordnet und wie verlaufen ihre statio- 
nären Bahnen? 

Einen ausschlaggebenden Anhaltspunkt für 
die Beantwortung dieser Fragen gewann man 
aus den Eigenschaften der chemischen Ele- 
mente, die in ihrem periodischen System 
zum Ausdruck kommen. Bekanntlich wieder- 
holen sich, wenn man die Elemente in der 
vorhin erklärten Reihenfolge ihrer Atomnum- 
mern aufzählt, gewisse chemische und physi- 
kalische Eigenschaften, insbesondere Wertig- 
keit und Elektroaffinität, in Perioden bestimm- 
ter Länge, und zwar umfaßt die erste Periode 
2 Elemente, dann folgen Perioden zu 8, 8, 
IS, 18 und 32. Man versuchte es zunächst 
mit «der einfachen Annahme, daß die ersten 
beiden Elektronen eines jeden sıhwereren 
KElementes auf einem innersten Ring um den 
Kern kreisen, die nächsten acht auf einem 
zweiten, und daß so beim Eintritt in die 
höheren Perioden immer neue Ringe mit be- 
stimmten Höchstzahlen von Elektronen zu- 
wachsen Eine allgemeinere Auffassung war 
die, daß die verschiedenen Elektronen sich 
auf konzentrischen Schalen von Polyedersym- 
metrie bewegen. Allein diesen Theorien waren 
rechte Erfolge nicht beschieden und sie hin- 
gen auch sozusagen in der Luft, weil man 
keine Vorstellung aarüber gewinnen konnte, 
warum gerade diese Bahnen der Elektronen 
sich stabil erhalten, noch weniger darüber, 
wie ein solches Atom entsteht. 

Niels Bohr teilt nun mit, daß es ihm ge- 
lungen sei, alle diese Schwierigkeiten zu über 
winden. Sein Hauptergebnis geht dahin, daß 
die einzelnen Elektronengruppen, «die im 
sroßen Ganzen den einzelnen Perioden des 
natürlichen Systems entsprechen, nicht auf 
völlige von einander getrennten Schalen oder 
Ringen laufen, sondern vielfach mitein- 
ander verschlungene Bahnen beschrei- 
ben. Die ersten beiden Elektronen, die durch 
einen Kern gebunden werden, bewegen sich 
tatsächlich auf einquantigen Bahnen vom 
Typus der gewöhnlichen Planetenbahnen (EI- 
lipsen, in deren einem Brennpunkt der Atom- 
kern steht). Die Achtergruppen von Elek- 
tronen zerfallen in je zwei Untergruppen 
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zu je vier, wobei jeder dieser Untergruppen 
ein anderer Typus von zweiquantigen Bahnen 
entspricht, den Achtzehnergruppen sind je 
drei Typen von verschiedenen Dreiquant- 
bahnen zugeordnet usf. Die höherquantigen 
Bahnen nähern sich dabei streckenweise dem 
Kern mehr als die niedergantigen, ver 
laufen aber im allgemeinen außerhalb «der 
letzteren. Dieser innigen Durchdringung der 
Bahnen entsprechend stellt die neue Bohr- 
sche Theorie die gegenseitigen Einwirkungen 
der Elektronen verschiedener Gruppen auf- 
einander in Rechnung und eben dieser Um- 
stand führt zur Aufklärung der Stabilitäts- 
verhältnisse. 


Für die Anordnung der Elektronen in den 
6 Edelgasen, die gewissermaßen die Mark- 
steine an den Enden der 6 Perioden bilden, 
oibt Bohr folgende Uebersicht: 


Helium 2, Krypton 2, 82 183 83 


Neon 2} 89 Xenon 2ı 9 183 IS; 2 
Argon 2, 8 8 Niton 2,8218, 32, 18 83 


Das bedeutet, daß z.B. beim Krypton zu- 
erst zwei Elektronen auf einquantigen, dannn 
acht auf inneren zweiquantigen Bahnen lau- 
fen, dann achtzehn auf dreiquantigzen, endlich 
wieder acht auf äußeren Zweiquantbahnen. 
Die Edelgase, deren Elektronengruppen voll 
ständige sind, weisen ein besonders hohes Maß 
von Stabilität auf, sodaß es schwer ist, ihrem 
Atom ein Elektron anzulagern oder eines aus 
ihm zu entfernen was den chemisch in- 
aktiven Charakter der Edelgase erklärt. 
Analog beruht der elektronegative Charakter 
der den Edelgasen unmittelbar vorhergehenden 
Familie auf dem Bedürfnis des Atoms, ein 
Elektron, das in der äußersten Gruppe fehlt, 
anzulagern, während die den Edelgasen fol 
senden elektropositiven Elemente gerne ein 
Elektron loswerden wollen. Schließlich bietet 
die Kenntnis der Konfigurationen der Elek- 
tronen und das nähere Studium der mit der 
Entfernung eines Elektrons aus dem Atom- 
verband verknüpften Vorgänge eine Grund- 


lage für eine ins einzelne gehende Erklärung 
der Röntgen-Spektra. In weiterer Ferne 
erblickt man sogar die Möglichkeit, die cha- 
rakteristischen magnetischen Eigenschaften 
der verschiedenen Körper zu deuten. 

In der kurzen vorläufigen Mitteilung 
3ohrs werden naturgemäß nur die Resul 
tate seiner tiefgreifenden Untersuchungen 
angegeben. Er betrachtet das Atom in seiner 
Entstehung, indem er an den Kern ein Elek 
tron nach dem andern angefügt denkt und 
die Gesetzmäßigkeiten seiner Bewegung auf 
der Grundlage der klassischen Mechanik und 
KElektrodynamik untersucht. Die wirkliche 
Durehführung der Theorie erfordert einen 
umfassenden mathematischen Apparat, der 
sich wohl die Ergebnisse der weit ausgebil 
deten astronomischen Störungstheorie wird 
zunutze machen müssen. Ueber den Weg, 
auf dem er zu seinen Schlüssen gelangt ist, 
eibt Bohr nur an, daß das sogenannte Korre 
spondenzprinzip, das von ihm im Jahre 
1917 aufgestellt wurde, die entscheidende 
Rolle gespielt hat. Die Frequenz der Schwin 
unge, die beim Uebereane eines Elektrons 
zwischen zwei hochquantigen Bahnen aus 
gesandt wird, ist gleich der eines bestimmten 
Obertons derjenigen periodischen Bewerung, 
die das Elektron im stationären Zustand 
vollführt. Zugleich besteht ein einfacher 
Zusammenhang zwischen der Intensität der 
Strahlungskomponente und der Amplitude 
der dem Oberton zugehörigen harmonischen 
Komponente der stationären Bewegung des 
Elektrons. Das Korrespondenzprinzip be 
hauptet, daß man in dieser Weise die Inten 
sität der Spektrallinien genau richtig für un 
endlich große Quantenzahlen, annähernd rich 
tig für beliebige Quantenzahlen findet, und 
stellt derart eine überaus fruchtbare Bezie 
hung zwischen den nach der klassischen 
Mechanik berechenbaren stationären Bewe 
eungen der Elektronen und der quanten 
theoretisch geregelten Strahlungsfrequenz und 
-intensität («lar. (‚. Laski. 47 


NACHRICHTEN 


H. Müller-Breslau. Aı 13. Mai dieses Jah- 
res vollendet H.B. Müller-Breslau, Pro- 
[essor der Statik der Baukonstruktionen und 
ddes Brückenbaus an der Technischen Hoch- 
schule in Berlin, sein siebzigstes Lebensjahr 
Wir empfinden es als freudige Pflicht, bei 
diesem Anlaß seiner Bedeulung und seiner Ver- 
dienste zu gedenken. In der Reihe der Namen 
jener Männer, die für die Entwicklung der 
Ingenieurstalik maßgebend waren, hal der 
Name von Müller-Breslau in der ganzen Well 
einen besonders guten Klang und bedeutet 
einen gewissen Abschluß zu einer hohen Voll- 
kommenheit. 

Die Statik der Baukonstruklionen ist eine 
Wissenschaft von eben der besonderen Arl 
der angewandten Mathematik und Mechanik, 


die in dieser Zeitschrift behandelt wird, beı 
der die malhematlische Leistung sich erst an 
die Aufspürung der wesentlichen Züge des 
l"estiskeilsaufbaus, der Belastungen und Wider 
standskräfte der Ingenieurkonstruklionen und 
an die Schöpfung der mannigfachen Gliede 
rungsmöglichkeiten der Bauwerke anschließen 
kann. In gewisser Weise hat das Arbeilsver 
fahren der Statik Ähnliehkeitmitdem der mathe- 
maltischen Physik, fügt jedoch in der Aul 
findung der neuen Bauarlen nach den Ge 
sichtspunkten der Sicherheit und Verantwor 


tung, der Wirtschaftlichkeit, der Asthetik und der 


steigenden technischen Kullur ein neues schöp 
ferisches und künstlerisches Element hinzu. 

\Müller-Breslau’s b.sheriges Lebenswerk zeig! 
die Vereinigung dieser verschiedenen For- 
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schungsrichlungen in der elücklichsten Weise Hlochschule ausübt und die eigenllich niemals 
Seine Arbeiten während der verflossenen fünl auf Widerstand stößt, weil sich ihr Kollegen 
Jahrzehnte haben nicht nur der Theorie der und Schüler gerne fügen, beruht auf seinem 
lachwerke, der Stabwerke, des Massivbaus, der zielbewußten, mit Wohlwollen gepaarten Wil- 
(Gründungen und des Erddrucks neue Wege len, auf der Abwesenheit jeder Pedanterie und 
sewiesen, sondern auch den Bauwerken der auf seiner vorzüglichen Rednergabe, die sich 
eisernen Brücken, der Eisenhochbaulen und jedoch stets nur für sorgfältig erwogene 
des Eisenbelonbaus ın Deutschland und in der Zwecke einsetzt. 


sanzen Welt ihren sichtbaren Stempel aufge- Solehe Männer wie Müller-Breslau. die dem 
drückt, indem sie der Entwurlsarbeit des In- [orschenden, dem lehrenden und dem bauenden 
Ingenieur ein Wegweiser und Vorbild sind, 
brauchen wir jetzt noch dringender als früher. 
tischen Ausnutzung der Bauslolfeigenschaften Wir wünschen uns sowohl wie ihm selbst, daß 
er seine noch immer fortschreitende und al- 

Die Statik und Kinemalik der stlatisch-be- len Fortschritten zugängliche Kraft noch recht 
stimmten und slatisch-unbestimmten Fachwer lange in den Dienst der Allgemeinheit stellen 
ke, die Theorie der Biegunges- und Einfluß- ds 7 A Be o- 
linien, die schwierigen räumlichen Fachwerke Tr EN 0 
der Kuppeln und der Windverbände der 





senieurs eine wunderbare Beweglichkeit des 
Schaffens wie der wirtschaftlichen und ästhe 


oebracht haben. 


Angewandte Mathematik an der Tech- 
nischen Hochschule Berlin. Zur Ergänzung 
meines Aufsatzes im ersten Heft dieser Zeit- 
schrift mögen kurz die Vorlesungen und Ubun- 
sen genannt werden, die schon in dem kom- 
menden Sommer-Semester an der Berliner 
Technischen Hochschule über angewandte Ma- 
Ihematik gehalten werden: Fortsetzung der 
Jahreskurse über Darstellende Geomelrie und 
Mechanik, ferner Übungen in praktischer Ma- 
Ihematik, Seminar für Mechanik, Vekltorana- 
Iysis, Vermessungskunde mit Übungen, Grund- 
lagen der Elektrotechnik, Übungen im Elektro- 
technischen Laboratorium, theoretische Elek- 
trotechnik, Übungen im Maschinenlaboratorium., 
Geschichte der Technik, Mechanik der Flug- 
zeuge u.a Hamel. 39 


Brücken, das Zusammenarbeiten der steilen 
ahrbahntafeln mit den eigentlichen Brücken- 
trägern, die Abschätzung der Nebenspannun- 
sen und der Knicksleifigkeit der offenen und 
geschlossenen Brückenquerrahmen und Gitter 
stützen, der Bau der Behälter und der Füh- 
rungsgerüsle, der Erddruck, endlich die Flug- 
zeug- und Luftschiflstatik und der Bau der 
drehbaren Luftschiffhallen und der Kriegs- 
brücken verdanken seinen Anregungen und Vor- 
schriften, seinen Gleichungsansälzen und sei- 
ner Ausbildung der Rechenverfahren, die beide 
erst überhaupt die Durchführung ermöglich- 
ten, einen hohen Grad der Zuverlässigkeit, 
Übersichtlichkeit und Erkenntnis des Kräfte- 
spiels 

ls würde zu weit führen, hier seine sehr 
zahlreichen Einzelveröffentlichungen aus allen 


diesen Gebieten aufzuführen und einen genaue Berliner Ausfchuß für technifche Mecha- 
ren Lebensabriß zu geben; beides findet man nik. In der Zeit von Januar bis April 1921 
wurden im Ausschuß für technische Mechanık 
des Berliner Bezirksvereines deutscher Ingenieure 
[olgende Vorträge gehalten: Prof.Bennewilz, 
llastische Nachwirkung: Prof. Keissner, 
Berechnung von Windrädern: Prof. Gümbel, 
Klementare Theorie der gekoppelten Schwin- 
sungen. In der 19. ordentlichen Versammlung 
am 10. Januar wurden gewählt: Zum Obmann 
Prof. Reissner, zum ersten Stellvertreter 
Prof. Rüdenberg, zum zweiten Stellvertreter 
Zivil-Ing. Duffing, zum Schriftführer Dr. 
K.verling, zu seinen Stellvertretern Dr. Flü- 
sel und Herr Melchior. Ferner wurden 
schen Methoden und zu einer Bevorzugung 23 Herren als Mitglieder des Ausschusses neu 
hinzugewählt. Am 25. April spricht Prof. M. 
linien. zur ausgedehnten Anwendung von Dil Weber-Charlottenburg „über die Analogie 
ferenzengleichungen und zur Ausbildung von zwischen den fünf Problemen der Mechanik 
Aul- IÜbenes Pendel, elastische Linie, Wasserdruck- 
hat. Kettenlinie, zylindrische Luftschiffhülle und 
Ilohlreifen unter Innendruck‘. Am 9. Mai wirkl 
Prof. v. Karman-Aachen als Gast einen Vor 
trag über ,„Oberflächenreibung von  Ilüssig- 


in der bekannten Festschrift D, die seine Schü 
ler und Freunde ihm zum 60. Geburtstag ge 
widmet haben bis zu jenem Zeitpunkt. Hlier 
möchten wir nur hinweisen auf die klassischen 
l,ehr- und Handbücher der .Stalik der Bau 
konstruktionen und der .„.Neueren Methoden 
der Festigskeilslehre die er von Auflage zu 
\uflage nach den neuen Erfahrungen und An- 
reeungen aus Theorie und Praxis venleiner! 
undübersichtlicher gestaltet. Bemerkenswert ist 
dabei. daß diese Entwicklung mit der Tortl- 
schreitenden Schwierigkeit der Aufgaben ihn 
zu einer gewissen Abwendung von den graphi- 


der rechnerischen Überlagerung von Einflub 
neuen, für die Rechenmaschine geeignelen 


lösunesverlahren der Gleichungen geführt 
Die große Wirksamkeit, die Müller-Bres 


lau von Anfane bis heute an der Technischen 


') H,. Müller-Breslau-Festschrift, Leipzig 1912. keiten” halten 


(Redaktionsschluß 30. April 1921.) 


Druckfehler-Berichtigung. In Heft 1, S. 76, rechte Spalte, Zeile 21 v. 
Steuertarif und Ausgleichsreehnung) soll es heißen »Zehner« statt »Zahlen 


Druck von A. W. Schade, Berlin N. >39. 





